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Целью работы является исследование разрешимости краевых задач для дифферен-
циальных уравнений utt−∆utt +λ∆u = µu+ f(x, t) при задании условий Дирихле, а
также некоторых условий сопряжения на линии t = 0. Для изучаемых задач устанав-
ливаются свойства существования, единственности и неединственности регулярного
решения (т. е. решения, имеющего все обобщённые по С.Л.Соболеву производные,
входящие в уравнение).

Kлючевые слова: уравнение Буссинеска — Лява, краевая задача, условия сопряжения,
регулярное решение, существование решения, единственность решения, влияние параметров.

Введение
В работе изучается разрешимость краевых задач с условиями сопряжения для

дифференциальных уравнений типа уравнения Буссинеска — Лява

∂2

∂t2
(u−∆u) + λ∆u = µu+ f(x, t), (1)

где µ, λ — постоянные.
Уравнение (1) встречается при исследовании поведения продольных волн в тон-

ком упругом стержне [1]. Также оно используется при описании движения волн в
слоистых средах, в плазме [2–6]. В работах [7, 8] рассмотрены нелокальные задачи с
интегральными по пространственным переменным условиями для таких уравнений
и доказано существование обобщённых решений.

В работе [9] рассматривается начально-краевая задача для уравнения Бусси-
неска — Лява, моделирующего продольные колебания балки. Данная задача сво-
дится к абстрактной начальной задаче для уравнения соболевского типа второго
порядка. Получены теоремы об однозначной разрешимости исходной и абстрактной
задач. В работе [10] на основе метода фазового пространства и метода конечных
разностей построен алгоритм нахождения численного решения задачи Коши — Ди-
рихле для уравнения Буссинеска — Лява, моделирующей продольные колебания в
тонком упругом стержне с учётом поперечной инерции.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Челябинской области в рамках
научного проекта № 20-41-740004.
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Между тем для уравнения Буссинеска — Лява задачи с условиями сопряжения
ранее не рассматривались. Для тех или иных классов дифференциальных урав-
нений задачи с условиями сопряжения изучаются довольно давно. Первоначально
серьёзные результаты о разрешимости задач сопряжения для дифференциальных
уравнений с частными производными были получены в работах О. А. Ладыжен-
ской [11–13], О. А. Олейник [14, 15], В. А. Ильина [16–22], M. Schechter [23]. Ими
были изучены классические задачи дифракции для дифференциальных уравнений
эллиптического, параболического, гиперболического типов, уравнений смешанного
типа. Авторами данной работы ранее исследовались задачи сопряжения для ква-
зипараболических уравнений [24].

Целью данной статьи является исследование влияния параметров на коррект-
ность некоторой задачи сопряжения для дифференциального уравнения типа Бус-
синеска — Лява. Вопрос о влиянии параметров на единственность и неединствен-
ность, существование и несуществование регулярных решений ранее рассматривал-
ся для эллиптических уравнений одним из авторов в работе [25]. Настоящую работу
можно считать продолжением этой работы.

1. Постановка задачи
Пусть Ω есть ограниченная область из пространства Rn с гладкой (для просто-

ты — бесконечно дифференцируемой) границей Γ, T1, T2 — заданные положитель-
ные числа, Q1 и Q2 — цилиндры Ω× (−T1, 0) и Ω× (0, T2) соответственно.

Далее, пусть f(x, t) есть заданная функция, определённая при (x, t) ∈ Q1 ∪Q2,
ϕ(x) и ψ(x) — заданные функции, определённые при x ∈ Ω, α, β, λ, µ — заданные
действительные параметры, ∆ — оператор Лапласа по пространственным перемен-
ным, L — дифференциальный оператор, действие которого на заданной функции
v(x, t) определяется равенством

Lv = vtt −∆vtt + λ∆v − µv.

Задача сопряжения: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндрах Q1 и
Q2 решением уравнения

Lu = f(x, t) (2)

и такую, что для неё выполняются граничные условия

u(x, t)|Γ×(−T1,0) = 0, (3)

u(x, t)|Γ×(0,T2) = 0, (4)

u(x,−T1) = u(x, T2) = 0, x ∈ Ω, (5)

а также условия сопряжения

u(x,−0) = αu(x,+0) + ϕ(x), x ∈ Ω, (6)

ut(x,+0) = βut(x,−0) + ψ(x), x ∈ Ω. (7)

Обозначим через V множество функций

V = {v(x, t) : v(x, t) ∈ L2(−T1, 0;W 2
2 (Ω)), vtt(x, t) ∈ L2(−T1, 0;W 2

2 (Ω)),

v(x, t) ∈ L2(0, T2;W 2
2 (Ω)), vtt(x, t) ∈ L2(0, T2;W 2

2 (Ω))}.
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Определим в этом пространстве норму

‖v‖V = (‖v‖2
L2(−T1,0;W 2

2 (Ω)) + ‖vtt‖2
L2(−T1,0;W 2

2 (Ω)) + ‖v‖2
L2(0,T2;W 2

2 (Ω)) + ‖vtt‖2
L2(0,T2;W 2

2 (Ω)))
1
2 .

Очевидно, что множество V с этой нормой будет банаховым пространством.
Всюду ниже под решением задачи сопряжения (2)–(7) будем понимать функ-

цию v(x, t) из пространства V , являющуюся в цилиндрах Q1 и Q2 решением урав-
нения (2) и такую, что для неё выполняются граничные условия (3)–(5), а также
условия сопряжения (6) и (7).

2. Единственность и неединственность решения
задачи сопряжения

Как и в [25], основное внимание в настоящей работе будет уделено вопросу о
неединственности решений изучаемой задачи сопряжения — фактически вопросу
о собственных числах и собственных функциях. Заметим, что собственные числа
здесь можно трактовать как пару (λ, µ). И ещё одно замечание — как и в работе [25],
на единственность и неединственность решения задачи сопряжения (2)–(7) влиять
будут не только числа λ и µ, но и числа T1, T2, α и β.

Пусть {wk(x)}∞k=1 есть ортонормированная в пространстве L2(Ω) система соб-
ственных функций задачи Дирихле для оператора Лапласа с соответствующими
собственными числами zk:

∆wk(x) = zkwk(x), wk(x)|Γ = 0.

Известно, что собственные числа zk все отрицательные, конечнократные и имеют
единственную предельную точку в −∞. Будем считать,что числа zk, k = 1, 2, . . . ,
упорядочены по невозрастанию с учётом их кратности.

Введём обозначения:

γk =
λzk − µ
1− zk

, δk =
√
γk,

Mk = eδk(T1+T2) − e−δk(T1+T2), Nk = eδk(T2−T1) − e−δk(T2−T1), k = 1, 2, . . .

Всюду далее будем считать, что выполняется неравенство T2 ≥ T1 (комментарии к
случаю T2 < T1 будут приведены в конце работы). Кроме того, всюду в работе будем
считать, что выполняется условие αβ 6= 0. Это условие означает, что исключается
случай, когда задача сопряжения (2)–(7) распадается на две независимые задачи в
цилиндрах Q1 и Q2.

Теорема 1. Пусть f(x, t) есть тождественно нулевая в Q1 ∪Q2 функция, ϕ(x)
и ψ(x) — тождественно нулевые в Ω функции. Далее, пусть для чисел α, β, λ и
µ выполняется одно из условий:

(a) существует натуральное число k1 такое, что λzk1 − µ > 0, при этом
αβ cos(T1

√
γk1) sin(T2

√
γk1) = − sin(T1

√
γk1) cos(T2

√
γk1);

(б) существует натуральное число k2 такое, что λzk2 − µ = 0, αβT2 + T1 = 0;
(в) существует натуральное число k3 такое, что λzk3 − µ < 0,

αβ = −1 +
2Nk3

Mk3 +Nk3

.

Тогда задача сопряжения (2)–(7) имеет ненулевые решения.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Доказательство. Решение u(x, t) задачи (2)–(7) будем искать в виде

u(x, y) =

{
u1(x, t), (x, t) ∈ Q1,
u2(x, t), (x, t) ∈ Q2,

при этом функции u1(x, t) и u2(x, t) можно представить в виде рядов Фурье

u1(x, t) =
∞∑
k=1

ck(t)wk(x), u2(x, t) =
∞∑
k=1

dk(t)wk(x).

Выполнение для функций u1(x, t) и u2(x, t) уравнения (2) c нулевой правой ча-
стью в цилиндрах Q1 и Q2, а также выполнение для них граничных условий (5)
и однородных условий сопряжения (6) и (7) означает, что для k = 1, 2, . . . имеют
место равенства

c′′k(t) +
λzk − µ
1− zk

ck(t) = 0, t ∈ (−T1, 0),

d′′k(t) +
λzk − µ
1− zk

dk(t) = 0, t ∈ (0, T2),

ck(−T1) = 0, dk(T2) = 0,

ck(−0) = αdk(+0), d′k(+0) = βc′k(−0).

Пусть выполняется условие (а). Тогда при k = k1 выполняется

ck1(t) = Ak1 cos(t
√
γk1) +Bk1 sin(t

√
γk1),

dk1(t) = Ck1 cos(t
√
γk1) +Dk1 sin(t

√
γk1),

и при этом числа Ak1 , Bk1 , Ck1 и Dk1 определяются как решение алгебраической
системы

Ak1 cos(T1
√
γk1)−Bk1 sin(T1

√
γk1) = 0,

Ck1 cos(T2
√
γk1) +Dk1 sin(T2

√
γk1) = 0,

Ak1 = αCk1 ,
Dk1 = βBk1 .

При выполнении условия (а) эта система будет иметь ненулевое решение Ak1 , Bk1 ,
Ck1 , Dk1 . А это и означает, что функции ck1(t) и dk1(t) будут ненулевыми, функ-
ции же u1(x, t) и u2(x, t) будут содержать ненулевые компоненты ck1(t)wk1(x) и
dk1(t)wk1(x).

Аналогичные рассуждения показывают, что при выполнении условий (б) или
(в) функции u1(x, t) и u2(x, t) также будут содержать ненулевые компоненты
ck2(t)wk2(x), dk2(t)wk2(x) и ck3(t)wk3(x), dk3(t)wk3(x) соответственно. Теорема дока-
зана.

В следующей теореме приведены достаточные условия, характеризующие един-
ственность решений задачи сопряжения (2)–(7). Положим

E0 = {(λ, µ) : λ ≥ 0, µ ≥ 0},

E1 = {(λ, µ) : λ > 0, µ < 0, λz1 − µ ≤ 0},
E2 = {(λ, µ) : λ > 0, µ < 0, λz1 − µ > 0}.

Пусть (λ, µ) есть точка из множества E2. Через k0(λ, µ) обозначим натуральное
число, для которого выполняется λzk − µ > 0 при k = 1, 2, . . . , k0(λ, µ), λzk − µ ≤ 0
при k > k0(λ, µ).

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Теорема 2. Пусть выполняется одно из условий
(г) αβ > 0, (λ, µ) ∈ E0 ∪ E1;
(д) αβ > 0, (λ, µ) ∈ E2, αβ cos(T1

√
γk1) sin(T2

√
γk1) 6= − sin(T1

√
γk1) cos(T2

√
γk1),

k = 1, 2, . . . , k0(λ, µ).
Тогда задача сопряжения (2)–(7) не может иметь в пространстве V более

одного решения.

Доказательство. Прежде всего заметим, что вследствие неравенств αβ > 0, T2 ≥
T1 равенства αβT2 +T1 = 0, αβ = −1 + 2Nk

Mk+Nk
для каких-либо натуральных чисел k

выполняться не могут. Следовательно, при принадлежности точки (λ, µ) множеству
E0 ∪ E1 функции u1(x, t) и u2(x, t) будут тождественно нулевыми функциями в
цилиндрах Q1 и Q2 соответственно.

Если теперь точка (λ, µ) принадлежат множеству E2, то все компоненты функ-
ций u1(x, t) и u2(x, t) с номерами от 1 до k0(λ, µ) будут нулевыми вследствие того,
что равенство условия (а) для них выполняться не будет, все остальные же компо-
ненты будут нулевыми вследствие неравенств αβ > 0, T2 ≥ T1.

Из проведённых рассуждений и следует, что при выполнении условий (г) и (д)
задача (2)–(7) не может иметь более одного решения. Теорема доказана.

Дальнейшие комментарии по поводу единственности и неединственности реше-
ния задачи сопряжения (2)–(7) будут приведены в последней части работы.

3. О существовании решений задачи сопряжения
В настоящем разделе будут приведены некоторые результаты о существовании и

несуществовании решений задачи сопряжения (2)–(7). Рассмотрим вначале случай
тождественно нулевой функции f(x, t).

Теорема 3. Пусть f(x, t) есть тождественно нулевая в Q1∪Q2 функция, λ есть
положительное число, и пусть выполняется одно из условий (г) или (д). Тогда для
любых функций ϕ(x) и ψ(x) из пространства W 2

2 (Ω) ∩ W̊ 1
2 (Ω) задача сопряжения

(2)–(7) разрешима в пространстве V и при том единственным образом.

Доказательство. Представим функции ϕ(x) и ψ(x) рядами Фурье по системе
{wk(x)}∞k=1:

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ϕkwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψkwk(x),

ϕk =

∫
Ω

ϕ(x)wk(x)dx, ψk =

∫
Ω

ψ(x)wk(x)dx, k = 1, 2, . . .

Решение задачи сопряжения (2)–(7) будем искать в виде

u(x, y) =

{
u1(x, t), (x, t) ∈ Q1,
u2(x, t), (x, t) ∈ Q2.

Поскольку функции u1(x, t) и u2(x, t) имеют вид

u1(x, t) =
∞∑
k=1

ck(t)wk(x), u2(x, t) =
∞∑
k=1

dk(t)wk(x),

то для функций ck(t) и dk(t) при k = 1, 2, . . . должны выполняться равенства

c′′k(t) + γkck(t) = 0, t ∈ (−T1, 0),

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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d′′k(t) + γkdk(t) = 0, t ∈ (0, T2),

ck(−T1) = 0, dk(T2) = 0,

ck(−0) = αdk(+0) + ϕk, d′k(+0) = βc′k(−0) + ψk.

Рассмотрим вначале случай λ > 0, µ ≥ 0. Функции ck(t) и dk(t) в этом случае
имеют вид

ck(t) = Ake
δkt +Bke

−δkt, dk(t) = Cke
δkt +Dke

−δkt, δk =

√
µ− λzk
1− zk

.

Далее, для чисел Ak, Bk, Ck, Dk должны выполняться равенства

Ake
−δkT1 +Bke

δkT1 = 0,

Cke
δkT2 +Dke

−δkT2 = 0,

Ak +Bk − αCk − αDk = ϕk,

βAk − βBk − Ck +Dk =
−ψk
δk

.

Эти равенства представляют собой линейную алгебраическую систему, определи-
тель εk которой имеет вид εk = αβ(Mk +Nk) +Mk −Nk. Справедливы неравенства

Mk ≥ Nk ≥ 0, Mk ≥ 2δk(T1 + T2).

Из них вытекает, что при каждом k число εk положительно. Следовательно, числа
Ak, Bk, Ck, Dk определяются однозначно:

Ak =
1

εk
{ϕk[eδk(T1+T2) + e−δk(T2−T1)]− αψk

δk
[eδk(T1+T2) − e−δk(T2−T1)]},

Bk =
1

εk
{αψk
δk

[e−δk(T1+T2) + eδk(T2−T1)]− ϕk[e−δk(T1+T2) − eδk(T2−T1)]},

Ck =
1

εk
{ψk
δk

[e−δk(T2−T1) + e−δk(T1+T2)] + βϕk[e
−δk(T1+T2) + e−δk(T2−T1)]},

Dk =
1

εk
{ψk
δk

[e−δk(T1+T2) + e−δk(T2−T1)]− βϕk[eδk(T1+T2) + eδk(T2−T1)]}.

В случае λ > 0, µ ≥ 0 последовательность {δk}∞k=1 будет ограниченной последо-
вательностью положительных чисел, точная нижняя грань которой положительна
(в противном случае будет существовать подпоследовательность, сходящаяся к ну-
лю, а это невозможно). Следовательно, для чисел Ak, Bk, Ck, Dk будет выполняться
неравенство

|Ak|+ |Bk|+ |Ck|+ |Dk| ≤ R0(|ϕk|+ |ψk|)

с постоянной R0, определяющейся лишь числами λ, µ, α, β, T1 и T2, а также об-
ластью Ω. Это неравенство, принадлежность функций ϕ(x) и ψ(x) пространству
W 2

2 (Ω)∩W̊ 1
2 (Ω), а также классическое неравенство Бесселя [26] означают, что функ-

ции u1(x, t) и u2(x, t) будут принадлежать пространствам L2(Q1) и L2(Q2) соответ-
ственно.

Аналогичные рассуждения показывают, что при принадлежности функций ϕ(x)
и ψ(x) пространствуW 2

2 (Ω)∩W̊ 1
2 (Ω) функции ∆u1(x, t), ∆u2(x, t), u1tt(x, t), u2tt(x, t),
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∆u1tt(x, t), ∆u2tt(x, t) также будут принадлежать пространствам L2(Q1) и L2(Q2) со-
ответственно. А это и означает, что в рассматриваемом случае λ > 0, µ ≥ 0 решение
u(x, t) задачи сопряжения (1)–(6) существует и принадлежит пространству V .

Пусть теперь выполняется λ > 0, µ < 0. Если при этом точка (λ, µ) принадлежит
множеству E1, то, повторяя все предыдущие рассуждения, получим, что и в этом
случае задача сопряжения (1)–(6) имеет решение, принадлежащее пространству V .

Если теперь точка (λ, µ) принадлежит множеству E2, то в представлении функ-
ций u1(x, t), u2(x, t) рядами Фурье будет присутствовать конечное число слагаемых,
отвечающих случаю λzk−µ ≥ 0, k = 1, 2, . . . , k0(λ, µ). Все эти слагаемые будут кор-
ректно определены и будут в сумме давать функцию, принадлежащую простран-
ству V . Оставшиеся же слагаемые (т. е. ряды по системе {wk(x)}∞k=1, суммирова-
ние в которых начинается с индекса k0(λ, µ) + 1) будут также представлять собой
функцию, принадлежащую пространству V , что показывается дословным повто-
рением рассуждений, проведённых для случая λ > 0, µ ≥ 0. Следовательно, фор-
мально определённое решение, представленное рядами со слагаемыми ck(t)wk(x)
и dk(t)wk(x) в случае (λ, µ) ∈ E2 будет действительно являться решением задачи
(1)–(6) из пространства V .

Единственность решения задачи (1)–(6) вытекает из теоремы 2. Теорема 3 до-
казана.

Приведём теперь один простой признак несуществования решений задачи (1)–
(6). Рассмотрим задачу: найти функцию v(x, t), являющуюся в цилиндрах Q1 и Q2

решением уравнения
Lv = 0 (8)

и такую, что для неё выполняются граничные условия (2)–(4), а также условия
сопряжения

v(x,−0) = βv(x,+0), x ∈ Ω, (9)

vt(x,+0) = αvt(x,−0), x ∈ Ω. (10)

Теорема 4. Пусть ϕ(x) и ψ(x) есть тождественно нулевые в Ω функции, для
чисел λ, µ, α и β, а также для некоторого натурального числа k выполняются
условия

λzk − µ > 0,

αβ cos(T1
√
γk) sin(T2

√
γk) = − sin(T1

√
γk) cos(T2

√
γk).

Тогда, если для заданной функции f(x, t) и для ненулевого решения v(x, t) задачи
(2)–(4), (8)–(10) выполняется ∫

Q

fvdxdt 6= 0, (11)

то задача сопряжения (1)–(6) решений не имеет.

Доказательство. Предположим, что решение задачи (1)–(6) существует. Рассмот-
рим равенство ∫

Q

Lu · vdxdt =

∫
Q

fvdxdt.
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Вследствие условий сопряжения (5), (6), (9) и (10), а также краевых условий (2) —
(4) имеет место равенство ∫

Q

Lu · vdxdt =

∫
Q

uLvdxdt.

Если теперь v(x, t) есть ненулевое решение задачи (2)–(4), (8)–(10) и если вы-
полняется условие (11), то получим противоречие. Это противоречие опровергает
предположение о существовании решения u(x, t) задачи (1)–(6). Теорема доказа-
на.

4. Замечания и дополнения
Прежде всего заметим, что в случае T1 = T2 все условия и выкладки будут

существенно более простыми по сравнению с представленными в разделах 2 и 3.
Например, для выполнения условий (б) и (в) достаточно будет потребовать, чтобы
число αβ + 1 не обращалось в нуль, условие (а) также будет иметь более простой
вид. Наконец, условие αβ > 0 теоремы 3 можно будет заменить условием αβ+1 6= 0.

Следующее замечание вновь связано с числами T1 и T2. Именно: случай T2 < T1

легко сводится к изученному в разделах 2 и 3 случаю заменой τ = −t.
Покажем теперь, что случай ненулевой функции f(x, t) легко можно свести к

рассмотренному в разделе 3 случаю f ≡ 0. Определим функцию u(x, t) как решение
задачи Дирихле для уравнения Буссинеска — Лява:

Lu = f(x, t), u(x, t)|Γ×(−T1,T2) = 0, u(x,−T1) = u(x, T2) = 0

(существование регулярного решения этой задачи нетрудно установить с помощью
метода разделения переменных или метода работы [4]). Далее, определим функ-
цию v(x, t) = u(x, t) − u(x, t). Очевидно, что эта функция будет решением задачи
сопряжения типа задачи (1)–(6), но с нулевой функцией f(x, t).

В изучаемой в работе задаче (1)–(6) условия Дирихле (2)–(4) вполне можно
заменить другими условиями. Например, условия (2) и (3) можно заменить усло-
виями

∂u

∂v
(x, t)|Γ×(−T1,0) =

∂u

∂v
(x, t)|Γ×(0,T2) = 0,

условия (5) и (или) (6) условиями

ut(x, T1) = 0

и (или) соответственно
ut(x, T2) = 0.

И последнее замечание. Ненулевая функция v(x, t), используемая в теореме 4,
существует. Этот факт вытекает из условий теоремы, построить же явно её нетруд-
но непосредственно (см. доказательство теоремы 1).
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The aim of this work is to study the solvability of boundary value problems for differential
equations utt−∆utt +λ∆u = µu+f(x, t) with the Dirichlet boundary conditions, as well
as with some matching conditions on the line t = 0. For the problems under study, the
properties of existence, uniqueness and non-uniqueness of a regular solution are established
(i.e. solutions having all generalized derivatives by S.L. Sobolev included in the equation).

Keywords: Boussinesq — Löve equation, boundary value problem, conjugation conditions,
regular solution, existence of solution, uniqueness of solution, influence of parameters.
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