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Рассмотрено проводящее тело в форме параллелепипеда, по торцам которого под-
ключены малые контакты одинаковой прямоугольной формы. Длина и ширина этих
контактов равна величинам 2ε и 2µ, рассматриваемым далее как малые параметры.
Рассмотрен случай равномерной плотности тока на контактах. Близкая к нему физи-
ческая ситуация возникает, например, при наличии тонкой плохо проводящей плёнки
на поверхности контактов. Потенциал электрического тока образца моделируется с
помощью решения задачи Неймана для уравнения Лапласа в параллелепипеде. Вы-
числено электрическое сопротивление в виде суммы двойного ряда, сингулярно за-
висящего от двух малых параметров ε и µ. Рассмотрен случай, когда µ = kε, где k —
некоторая постоянная. Главный член асимптотического разложения суммы данного
ряда при ε→ 0 соответствует контактному сопротивлению прямоугольного контакта
со сторонами 2ε и 2µ. Целью данной работы является получение явного выражения
для этого контактного сопротивления.

Kлючевые слова: контактное сопротивление, электрический потенциал, краевая зада-
ча, уравнение Лапласа, малый параметр, асимптотическое разложение.

Введение

Целью нашей работы является нахождение аналитического выражения контакт-
ного сопротивления малого прямоугольного контакта с постоянной плотностью то-
ка на нём. Результаты исследований аналогичной двумерной задачи опубликованы
в работах [1–3].

Контактное сопротивление возникает из-за стягивания линий тока к пятну кон-
такта. По определению Р. Хольма [4] можно вычислить контактное сопротивление
прямоугольного контакта со сторонами ε и µ как сопротивление полубесконечного
тела следующим образом. Пусть u(x, y, z) — решение краевой задачи

∆u = 0, z > 0,

∂u

∂z

∣∣∣
z=0

=

 −
I

4εµσ
, (x, y) ∈ (−ε, ε)× (−µ, µ),

0, (x, y) /∈ [−ε, ε]× [−µ, µ],

u(x, y, z)→ 0 при r =
√
x2 + y2 + z2 →∞.

Здесь функция u(x, y, z) описывает электрический потенциал внутри полубеско-
нечного тела и, вообще говоря, зависит ещё от малых параметров ε и µ. Через σ
обозначена электрическая проводимость, через I — сила тока, протекающая через
единственный прямоугольный контакт со сторонами 2ε и 2µ.
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Используя функцию Грина для полупространства в случае второй краевой за-
дачи

G(x, y, z, ξ, η, ζ) = − 1

4π

(
1√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
+

+
1√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z + ζ)2

)
,

можно найти

u(x, y, z) = −
∫∫
{ζ=0}

G(x, y, z, ξ, η, ζ)
∂u

∂n
(ξ, η, ζ)dS =

=
I

8πεµσ

µ∫
−µ

ε∫
−ε

dξdη√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2

. (1)

Тогда контактное сопротивление

Rcont. =
W

I2
=

1

I2

∫∫∫
z>0

((∂u
∂x

)2

+
(∂u
∂y

)2

+
(∂u
∂z

)2)
σdxdydz,

где W — мощность выделяемой энергии.
Однако аналитическое вычисление данных интегралов связано со значитель-

ными трудностями, поэтому найдём контактное сопротивление иначе, как главный
член асимптотики сопротивления тела конечных размеров с двумя малыми прямо-
угольными контактами.

1. Сведение к математической постановке

Вычислим асимптотику электрического сопротивления образца с формой па-
раллелепипеда, подключённого с помощью двух малых квадратных контактов со
сторонами 2ε и 2µ (рис. 1) по малому параметру ε.

Рис. 1. Схема протекания тока через образец
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Электрический потенциал при протекании тока через образец прямоугольной
формы Ω = {(x, y, z) : 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c} с малыми прямоугольны-
ми контактами может быть смоделирован с помощью решения следующей краевой
задачи: 

∆ϕ = 0, (x, y, z) ∈ Ω,
∂ϕ

∂x

∣∣∣
x=0,x=a

= 0, (y, z) ∈ (0, b)× (0, c),

∂ϕ

∂y

∣∣∣
y=0,y=b

= 0, (x, z) ∈ (0, a)× (0, c),

∂ϕ

∂z

∣∣∣
z=0,z=c

= ψ(x, y), (x, y) ∈ (0, a)× (0, b),

(2)

где функция

ψ(x, y) =


1, (x, y) ∈

(a
2
− ε, a

2
+ ε
)
×
( b

2
− µ, b

2
+ µ
)
,

0, (x, y) /∈
[a

2
− ε, a

2
+ ε
]
×
[ b

2
− µ, b

2
+ µ
]
.

Методом разделения переменных можно получить следующее решение задачи (2):

ϕ(x, y, z) = A0 +
4εµ

ab
z +

2µa

π2b

∞∑
n=1

(−1)n

n2

sin
(2πn

a
ε
)

sh
(2πn

a
c
) cos

(2πn

a
x
)
×

×
(

ch
(2πn

a
z
)
− ch

(2πn

a
(c− z)

))
+

+
2εb

π2a

∞∑
m=1

(−1)m

m2

sin
(2πm

b
µ
)

sh
(2πm

b
c
) cos

(2πm

b
y
)(

ch
(2πm

b
z
)
− ch

(2πm

b
(c− z)

))
+

+
2

π3

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(−1)m+n sin
(2πn

a
ε
)

sin
(2πm

b
µ
)

mn

√(n
a

)2

+
(m
b

)2

sh
(

2π

√(n
a

)2

+
(m
b

)2

c
) cos

(2πn

a
x
)

cos
(2πm

b
y
)
×

×
(

ch
(

2π

√(n
a

)2

+
(m
b

)2

z
)
− ch

(
2π

√(n
a

)2

+
(m
b

)2

(c− z)
))
,

где A0 — произвольная постоянная.
Силу электрического тока, протекающего через контакты 1 и 2 (рис. 1), можно

вычислить следующим образом [5]:

I12 = σ

a∫
0

b∫
0

ψ(x, y)dydx = σ · 2ε · 2µ = 4εµσ,

где σ — удельная электрическая проводимость образца.
Мощность выделяемой энергии можно выразить через интеграл [5]

W = σ

∫∫∫
Ω

((∂ϕ
∂x

)2

+
(∂ϕ
∂y

)2

+
(∂ϕ
∂z

)2
)
dxdydz.
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Тогда сопротивление

R =
W

I2
12

=
c

σab
+

2

σπb
S1 +

2

σπa
S2 +

4

σπab
S3, (3)

где

S1 =
∞∑
n=1

sin2
(2πn

a
ε
)

(2πn

a
ε
)2

th
(πn
a
c
)

n
, S2 =

∞∑
m=1

sin2
(2πm

b
µ
)

(2πm

b
µ
)2

th
(πm
b
c
)

m
,

S3 =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

sin2
(2πn

a
ε
)

(2πn

a
ε
)2

sin2
(2πm

b
µ
)

(2πm

b
µ
)2

th
(
π

√
n2

a2
+
m2

b2
c
)

√
n2

a2
+
m2

b2

.

Для суммы S1 в работах [1; 3] уже была вычислена следующая асимптотика:

S1 = ln
(e3/2a

4πε

)
−
∞∑
n=1

e−
πn
a
b

n ch
(πn
a
b
)+

(
1

36
+

1

3

∞∑
n=1

n · e−πna b

ch
(πn
a
b
))(2πε

a

)2

+O
(ε4

a4

)
,
ε

a
→ 0,

аналогичное асимптотическое разложение имеет место для S2, поэтому нашей за-
дачей является нахождение асимптотики суммы ряда S3.

2. Вычисление асимптотики

Теорема 1. Пусть µ = kε. Тогда при ε→ 0 имеет место следующее асимптоти-
ческое равенство:

S3 =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

sin2
(2πn

a
ε
)

(2πn

a
ε
)2

sin2
(2πm

b
µ
)

(2πm

b
µ
)2

th
(
π

√
n2

a2
+
m2

b2
c
)

√
n2

a2
+
m2

b2

=

=
πab

6k2ε

(
1+k3−(1+k2)3/2 +

3k

2
ln
(√1 + k2 + k√

1 + k2 − k

)
+

3k2

2
ln
(√1 + k2 + 1√

1 + k2 − 1

))
+O

( 1√
ε

)
.

Доказательство. Поскольку thx = 1− e−x/ chx, то

S3 =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

sin2
(2πn

a
ε
)

(2πn

a
ε
)2

sin2
(2πm

b
µ
)

(2πm

b
µ
)2

1√
n2

a2
+
m2

b2

+O(1), ε→ 0. (4)

Обозначим через

F (m,n, ε) =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

sin2
(2πn

a
ε
)

(2πn

a
ε
)2

sin2
(2πm

b
µ
)

(2πm

b
µ
)2

1√
n2

a2
+
m2

b2

.

Заменим сингулярный ряд из правой части (4) на интеграл следующим образом:
∞∑
m=1

∞∑
n=1

F (m,n, ε) = J +H, (5)
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где

J =

∞∫
1

∞∫
1

F (x, y, ε)dxdy, H =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

n+1∫
n

m+1∫
m

(
F (m,n, ε)− F (x, y, ε)

)
dxdy.

Разобьём интеграл J на слагаемые следующим образом:

J =

∞∫
1

∞∫
1

sin2
(2πx

a
ε
)

(2πx

a
ε
)2

sin2
(2πy

b
µ
)

(2πy

b
µ
)2

dxdy√
x2

a2
+
y2

b2

= J1 − J (1)
2 − J

(2)
2 + J3,

где

J1 =

∞∫
0

∞∫
0

sin2
(2πx

a
ε
)

(2πx

a
ε
)2

sin2
(2πy

b
µ
)

(2πy

b
µ
)2

dxdy√
x2

a2
+
y2

b2

=

 x =
aξ

2πε
,

y =
bη

2πµ



=
ab

kε

∞∫
0

∞∫
0

sin2 ξ

ξ2

sin2 η

η2

dξdη√
ξ2 +

η2

k2

=

 ξ = r cosϕ,
η = k r sinϕ,
|I| = k r

 =

=
ab

ε

∞∫
0

π/2∫
0

sin2(r cosϕ)

r2 cos2 ϕ
· sin2(k r sinϕ)

k2r2 sin2 ϕ
dϕdr =

=
ab

εk2

π/2∫
0

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

∞∫
0

(1− cos(2r cosϕ))(1− cos(2kr sinϕ))

4r4
drdϕ =

=
ab

4εk2

π/2∫
0

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

∞∫
0

r−4
(

1− cos(2r cosϕ)− cos(2kr sinϕ)+

+
cos(2r(cosϕ+ k sinϕ)) + cos(2r(cosϕ− k sinϕ))

2

)
drdϕ =

=
ab

4εk2

π/2∫
0

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

∞∫
0

(
. . .
)dr−3

−3
dϕ =

=
ab

4εk2

π/2∫
0

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

((
. . .
)r−3

−3

∣∣∣∞
r=0
−
∞∫

0

r−3

−3

(
. . .
)′
r

)
dϕ =

= . . . =
ab

6εk2

π/2∫
0

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

∞∫
0

r−1
(
− 2 cos3 ϕ · sin(2r cosϕ)−

−2k3 sin3 ϕ · sin(2kr sinϕ) + (cosϕ+ k sinϕ)3 sin(2r(cosϕ+ k sinϕ))+

+(cosϕ− k sinϕ)3 sin(2r(cosϕ− k sinϕ))
)
drdϕ =
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=
ab

6εk2

π/2∫
0

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

(
− 2 cos3 ϕ

∞∫
0

sin(r · 2 cosϕ)

r
dr−

−2k3 sin3 ϕ

∞∫
0

sin(r · 2k sinϕ)

r
dr + (cosϕ+ k sinϕ)3

∞∫
0

sin(r · 2(cosϕ+ k sinϕ))

r
dr+

+(cosϕ− k sinϕ)3

∞∫
0

sin(r · 2(cosϕ− k sinϕ))

r
dr

)
dϕ =

=
ab

6εk2

π/2∫
0

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

(
− 2 cos3 ϕ · sign(cosϕ) · π

2
− 2k3 sin3 ϕ · sign(sinϕ) · π

2
+

+(cosϕ+k sinϕ)3·sign(cosϕ+k sinϕ)·π
2

+(cosϕ−k sinϕ)3·sign(cosϕ+k sinϕ)·π
2

)
dϕ =

=
πab

12εk2

π/2∫
0

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

(
−2 cos3 ϕ−2k3 sin3 ϕ+(cosϕ+k sinϕ)3+| cosϕ−k sinϕ|3

)
dϕ =

=
πab

12εk2

arcctg k∫
0

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

(
− 2k3 sin3 ϕ+ 6k2 cosϕ · sin2 ϕ

)
dϕ+

+
πab

12εk2

π/2∫
arcctg k

1

sin2 ϕ cos2 ϕ

(
− 2 cos3 ϕ+ 6k cos2 ϕ · sinϕ

)
dϕ =

=
πab

12εk2

arcctg k∫
0

(
− 2k3 sinϕ

cos2 ϕ
+ 6k2 1

cosϕ

)
dϕ+

πab

12εk2

π/2∫
arcctg k

(
− 2

cosϕ

sin2 ϕ
+ 6k

1

sinϕ

)
dϕ =

=
πab

6εk2

(
1 + k3 − (1 + k2)3/2 +

3k

2
ln
(√1 + k2 + k√

1 + k2 − k

)
+

3k2

2
ln
(√1 + k2 + 1√

1 + k2 − 1

))
,

так как
∞∫

0

sin(at)

t
dt = sign(a) · lim

x→∞
Si(x) = sign(a)

π

2
(здесь Si(·) — интегральный

синус [6, § 9.9], sign(·) — знак числа),

0 < J
(1)
2 =

∞∫
0

1∫
0

sin2
(2πx

a
ε
)

(2πx

a
ε
)2

sin2
(2πy

b
µ
)

(2πy

b
µ
)2

dxdy√
x2

a2
+
y2

b2

6

∞∫
0

1∫
0

sin2
(2πy

b
µ
)

(2πy

b
µ
)2

dxdy√
x2

a2
+
y2

b2

6

6

1∫
0

1∫
0

dxdy√
x2

a2
+
y2

b2

+

∞∫
1

1∫
0

sin2
(2πy

b
µ
)

(2πy

b
µ
)2

dxdy√
x2

a2
+
y2

b2

6
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6 ab

π/2∫
0

√
2∫

0

drdϕ+

∞∫
1

sin2
(2πy

b
µ
)

(2πy

b
µ
)2

dy

y
= O(lnµ) = O(ln ε)

в силу оценок из [1],

J
(2)
2 =

1∫
0

∞∫
0

sin2
(2πx

a
ε
)

(2πx

a
ε
)2

sin2
(2πy

b
µ
)

(2πy

b
µ
)2

dxdy√
x2

a2
+
y2

b2

= O(ln ε)

по тем же соображениям, и, наконец,

J3 =

1∫
0

1∫
0

sin2(µx)

(µx)2

sin2(µy)

(µy)2

dxdy√
x2 + y2

= O(1).

Следовательно, при ε→ 0 справедливо асимптотическое равенство

J =
πab

6k2ε

(
1+k3−(1+k2)3/2+

3k

2
ln
(√1 + k2 + k√

1 + k2 − k

)
+

3k2

2
ln
(√1 + k2 + 1√

1 + k2 − 1

))
+O(ln ε).

(6)
Оценим величину H. Для этого разобьём сумму H на два слагаемых:

H = H1 +H2, (7)

где

H1 =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

n+1∫
n

m+1∫
m

(
F (m,n, ε)− F (x, n, ε)

)
dxdy,

H2 =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

n+1∫
n

m+1∫
m

(
F (x, n, ε)− F (x, y, ε)

)
dxdy.

По теореме Лагранжа для любого x ∈ [m,m+ 1] имеет место равенство

F (x, n, ε)− F (m,n, ε) = F ′x(ξm, n, ε) · (x−m),

где ξm ∈ (m,m+ 1). Так как

F ′x(x, y, ε) =
2 sin

(2πx

a
ε
)

cos
(2πx

a
ε
)

sin2(
2πy

b
µ)(2πx

a
ε
)2(2πy

b
µ
)2√

x2 + y2

· 2π

a
ε−

−2
sin2

(2πx

a
ε
)

sin2(
2πy

b
µ)(2πx

a
ε
)2

x
(2πy

b
µ
)2√

x2 + y2

−
sin2

(2πx

a
ε
)

sin2(
2πy

b
µ)(2πx

a
ε
)2(2πy

b
µ
)2 · x

a2
(x2

a2
+
y2

b2

)3/2
,

то

|F ′x(ξm, n, ε)| 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 sin

(2πξm
a

ε
)

sin2
(2πn

b
µ
)

(2πξm
a

ε
)2(2πn

b
µ
)2
√
ξ2
m

a2
+
n2

b2

· 2π

a
ε

∣∣∣∣∣∣∣∣×
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×

∣∣∣∣∣∣∣cos
(2πξm

a
ε
)
−

sin
(2πξm

a
ε
)

2πξm
a

ε

∣∣∣∣∣∣∣+

+
sin2

(2πξm
a

ε
)

(2πξm
a

ε
)2
·

sin2
(2πn

b
µ
)

(2πn

b
µ
)2 · ξm

a2(ξ2
m + n2)3/2

6
2 sin2

(2πn

b
µ
)

(2πn

b
µ
)2 · 2

ξm

√
ξ2
m

a2
+
n2

b2

+

+
ξm

a2
(ξ2

m

a2
+
n2

b2

)3/2
6

sin2
(2πn

b
µ
)

(2πn

b
µ
)2 · 2

√
2ab

ξm
√
ξmn

+
ξm

a2
(ξ2

m

a2
+
n2

b2

)3/2
,

соответственно, |H1| 6 T1 + T2, где

T1 =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

n+1∫
n

m+1∫
m

sin2
(2πn

b
µ
)

(2πn

b
µ
)2 · 2

√
2ab

ξm
√
ξmn

(x−m)dxdy =

=
√

2ab
∞∑
m=1

1

ξm
√
ξm

∞∑
n=1

sin2
(2πn

b
µ
)

(2πn

b
µ
)2

1√
n
6

6
√

2ab · ζ
(3

2

) ∞∫
1

1
√
y

max
z∈[y,y+1]

sin2
(2πz

b
µ
)

(2πz

b
µ
)2 dy =

[
y =

η

µ

]
=

=

√
2ab

µ
· ζ
(3

2

) ∞∫
µ

1
√
η
· max
z∈[η,η+µ]

sin2
(2πz

b

)
(2πz

b

)2 dη =

=

√
2ab

µ
· ζ
(3

2

)
b/(4π)∫
µ

sin2
(2πη

b

)
√
η
(2πη

b

)2 dη +

∞∫
b/(4π)

max
z∈[η,η+µ]

sin2
(2πz

b

)
√
η
(2πη

b

)2 dη

 6

6

√
2ab

µ
· ζ
(3

2

) b/(4π)∫
0

sin2
(2πη

b

)
√
η
(2πη

b

)2 dη +

∞∫
b/(4π)

dη

√
η
(2πη

b

)2

 = O
( 1
√
µ

)
,

T2 =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

n+1∫
n

m+1∫
m

ξm

a2
(ξ2

m

a2
+
n2

b2

)3/2
dxdy =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

ξm

a2
(ξ2

m

a2
+
n2

b2

)3/2
= O(1).

Таким образом, H1 = O(1/
√
µ). Аналогично можно доказать, что H2 =

O(1/
√
µ). Отсюда из формулы (7) и соотношения µ = kε следует оценка

H = O
( 1√

ε

)
, ε→ 0. (8)
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Подставляя равенства (6) и (8) в (5), получаем, что
∞∑
m=1

∞∑
n=1

F (m,n, ε) =

=
πab

6k2ε

(
1+k3−(1+k2)3/2 +

3k

2
ln
(√1 + k2 + k√

1 + k2 − k

)
+

3k2

2
ln
(√1 + k2 + 1√

1 + k2 − 1

))
+O

( 1√
ε

)
.

Отсюда и из (4) следует утверждение теоремы.

Заключение
Из теоремы 1 и выражения для полного электрического сопротивления (3) сле-

дует, что контактное сопротивление прямоугольного контакта размером 2ε×2kε со-
ставляет

Rcont. =
πab

12k2ε

(
1+k3−(1+k2)3/2+

3k

2
ln
(√1 + k2 + k√

1 + k2 − k

)
+

3k2

2
ln
(√1 + k2 + 1√

1 + k2 − 1

))
. (9)

В силу определения Р. Хольма контактное сопротивление обратно пропорционально
линейному размеру контакта, и поэтому других членов асимптотики в его составе
не может быть. Важно отметить, что в частном случае ε = µ выражение (9) пере-
ходит в ранее выведенную формулу для контактного сопротивления квадратного
контакта [7].

В качестве второго следствия теоремы 1 получаем равенство
1

4εµ

∫∫∫
z>0

((∂u
∂x

)2

+
(∂u
∂y

)2

+
(∂u
∂z

)2)
σdxdydz =

=
πab

12k2ε

(
1 + k3 − (1 + k2)3/2 +

3k

2
ln
(√1 + k2 + k√

1 + k2 − k

)
+

3k2

2
ln
(√1 + k2 + 1√

1 + k2 − 1

))
,

где функция u(x, y, z) определена выражением (1).
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The conductive body is considered in the form of a parallelepiped, at the ends of which
small contacts of the same rectangular shape are connected. The length and the width
of these contacts is equal to the values ε and µ, considered below as small parameters.
The case of a uniform current density at the contacts is considered. A physical situation
close to it occurs, for example, in the presence of a thin, poorly conductive film on the
contact surface. The potential of the electric current of the sample is modeled with the
help of a solution for the Neumann problem to the Laplace equation in a parallelepiped.
The electrical resistance is calculated as the sum of a double series, singularly depending
on two small parameters ε and µ. We consider the case when µ = kε, where k is some
constant. The principal term of the asymptotic expansion of the sum of the given series
for ε → 0 corresponds to the contact resistance of a rectangular contact with the sides
2ε and 2µ. The purpose of this paper is to obtain an explicit expression for this contact
resistance.

Keywords: contact resistance, electric potential, boundary value problem, Laplace equation,
small parameter, asymptotic expansion.
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