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Рассматривается вопрос о корректности в пространствах Соболева обратных задач об
определении постоянной, стоящей перед младшим коэффициентом (коэффициентом
поглощения) в параболическом уравнении. Доказана теорема существования и един-
ственности решения. Доказательство основано на получаемых априорных оценках
и свойствах решений параболических задач. Использованный метод является кон-
структивным, и на основе предложенного подхода возможно построение численных
методов решения задачи.

Kлючевые слова: обратная задача, параметр поглощения, параболическое уравнение,
тепломассоперенос.

Введение
Мы исследуем обратные задачи об определении числового параметра, стоящего

перед младшим коэффициентом в параболическом уравнении вида

Mu = ut − Lu+ g(t, x)u = f(t, x), (t, x) ∈ Q = (0, T )×G, (1)

где Lu =
∑n

i,j=1 aij(t, x)uxixj −
∑n

i=1 ai(t, x)uxi − a0(t, x)u, G ∈ Rn — ограниченная
область с границей Γ, g(t, x) = αΦ1(t, x) и α — неизвестный параметр, который
подлежит определению. Уравнение (1) дополняется начально-краевыми условиями

Bu|S = g0(t, x) (S = (0, T )× Γ), u|t=0 = u0(x), (2)

где Bu =
∑n

i=1 γi(t, x) ∂u
∂xi

+ σ(t, x)u или Bu = u и ~γ(t, x) — некасательное к Γ век-
торное поле, направленное вне области G, и условием переопределения

u(t1, y1) = ψ1, (3)

где (t1, y1) ∈ Q, y1 ∈ G, 0 < t1 6 T . Задача состоит в нахождении решения уравне-
ния (1), удовлетворяющего условиям (2), (3), и неизвестного параметра α, функция
Φ1 считается заданной.

Коэффициентные обратные задачи для параболических уравнений являются
классическими. Они возникают в самых различных задачах математической физи-
ки: описание различных процессов тепломассопереноса [1–4], фильтрации, экологии
(определение потоков парниковых газов [5–7], описание процессов поглощения ме-
тана в почвах [8–10] и др. В частности, в работах [8–10] функция g(t, x) ≡ g(x) —
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скорость поглощения метана в почвах. Соответствующая модель предложена в ра-
боте [8]. В работах [9; 10] рассмотрен вопрос о численном определении скорости по-
глощения g(x) в стационарном случае. Отметим, что изучение величин потребления
(удельных потоков) CH4, понимание процессов, обусловливающих его временную
и пространственную динамику, а также моделирование потребления необходимы
для построения обоснованных климатических прогнозов. Как известно, потребле-
ние метана в почве за счёт окисления метанотрофными бактериями в автоморфных
почвах — единственный известный биологический механизм стока для атмосфер-
ного метана [11].

В настоящее время имеется большое количество работ, посвящённых исследо-
ванию обратных задач об определении младшего коэффициента в параболическом
уравнении в различных постановках, возникающих в приложениях. Прежде всего
отметим работу [12], где рассмотрена задача об определении коэффициента g = g(x)
по условию финального переопределения, т. е. условие (3) заменяется на условие
u(T, x) = ϕ(x). Эта задача совпадает с классической задачей управления: переве-
сти систему из заданного состояния u0 в состояние u(T, x) за счёт изменения пара-
метров системы. В этой работе получена теорема существования и единственности
классических решений задачи. Доказательства основаны на принципе максимума,
и коэффициент g ищется знакоопределённым. Эти результаты также изложены в
монографии [2]. Аналогичный результат, но уже с интегральным условием пере-
определения имеется в работе [13], где также можно найти и подробную библио-
графию. Теорема существования и единственности решений задачи об определении
коэффициента g = g(x) в случае финального переопределения имеется также в
работе [14] (см. также [15]), где основное условие на данные — условие малости
временного интервала. В работе [16] требуется выполнение некоторых неравенств,
связывающих между собой нормы данных, фактически эти условия есть условия
малости данных. Аналогичные условия требуются и в работе [17], где коэффици-
ент g ищется в виде g(t, x) =

∑r
i=1 gi(x)Φi(t, x) с неизвестными функциями gi(x) и

дополнительно задаются значения решения u(ti, x) в некотором наборе точек t = ti
(i = 1, . . . , r). Здесь также получены теоремы существования и единственности ре-
шений. В работе [18] рассматривается одномерная задача, где коэффициент g(x)
определяется по данным Коши на боковой стороне прямоугольника. Отметим так-
же работы [19; 20], где рассматриваются вопросы корректности задачи определения
функции g(x) с использованием интегральных условий переопределения. Гораздо
больше работ посвящено определению младшего коэффициента g, зависящего от
времени. Мы сошлёмся только на работы [21–24], где можно найти библиографию.
Сошлёмся также на работы [25; 26], где коэффициент g = g(t) определяется числен-
но, хотя можно отметить, что таких работ очень много. Условия переопределения
вида (3) использовались в ряде работ для определения различных параметров в
уравнении (см., например, [27]).

Обратные задачи определения параметров (постоянных коэффициентов) в па-
раболических уравнениях ранее изучались (см. работы [28–32], для иных классов
уравнений см. [33–35]). Однако в этих работах задача исследовалась с другими
условиями переопределения. Предложенная постановка рассматривалась, напри-
мер, в работе [27] и ряде других [8–10] и кажется нам довольно естественной. Мы
не нашли теоретических результатов, посвящённых задаче (1)–(3) в литературе.
Наши результаты наиболее близки к результатам работы [17]. В работе основное
внимание посвящено условиям существования решения задачи (1)–(3) в классах
Соболева. Полученные результаты допускают обобщение в том числе и на квази-
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линейный случай и могут послужить основой для создания численного алгоритма.
Они основаны на принципе максимума для параболических задач.

1. Определения и вспомогательные результаты
Пусть E — банахово пространство. Через Lp(G;E) (G — область в Rn) обо-

значается пространство сильно измеримых функций, определённых на G со значе-
ниями в E и конечной нормой ‖‖u(x)‖E‖Lp(G) [36]. Обозначения для пространств
Соболева W s

p (G;E), W s
p (Q;E) и т. д. стандартные (см. [36; 37]). Если E = R или

E = Rn, то последнее пространство обозначаем просто через W s
p (Q). Определения

пространств Гёльдера Cα,β(Q), Cα,β(S) могут быть найдены, например, в [38]. Все
рассматриваемые пространства и коэффициенты уравнения (1) мы считаем веще-
ственными. Под нормой вектора понимаем сумму норм координат. Для данного
интервала J = (0, T ), положим W s,r

p (Q) = W s
p (J ;Lp(G)) ∩ Lp(J ;W r

p (G)). Соответ-
ственно, W s,r

p (S) = W s
p (J ;Lp(Γ)) ∩ Lp(J ;W r

p (Γ)). Пусть (u, v) =
∫
G
u(x)v(x)dx и

ρ(x,Γ) — расстояние от точки x до Γ. Определение границы класса Cs, s > 1,
имеется в [38, гл. 1]. Рассматривая задачу (1)–(3), мы предполагаем, что Γ ∈ C2.

Введём обозначения: Qδ(τ, y) = {(t, x) ∈ Q : |x − y| < δ, |t − τ | < δ}, Bδ(t, y) —
шар радиуса δ с центром в точке (t, y), то же обозначение используется и для шара
меньшей размерности, например, Bδ(y) — шар радиуса δ с центром в точке y ∈ G.

Оператор L считается эллиптическим, т. е. для некоторой постоянной δ0 > 0
выполнено неравенство

n∑
i,j=1

aijξiξj > δ0|ξ|2 ∀ξ ∈ Rn, ∀(t, x) ∈ Q. (4)

Приведём условия на исходные данные. Считаем, что выполнены условия

ai ∈ L∞(Q), akl ∈ C(Q) ∩ L∞(0, T ;W 1
∞(G)), σ, γk ∈ W s0,2s0

p (S), (5)

где p > n+ 2, s0 = 1/2− 1/2p, i = 1, 2, . . . , n, k, l = 1, 2, . . . , n;

u0(x) ∈ W
2− 2

p
p (G), f ∈ Lp(Q),Φ1(t, x) ∈ C(Q),

Φ1(t, x) > 0 п.в. (почти всюду) в Q, a0 ∈ Lp(Q), a0(t, x) > k п.в. в Q (6)

для некоторого числа k;

g0(0, x) = B(x, 0, ∂x)u0|Γ, g0 ∈ W k0,2k0
p (S), (7)

где k0 = 1/2− 1/(2p), если Bu 6= u, и k0 = 1− 1/(2p) в противном случае;

u0(x) > 0 ∀x ∈ G, f(t, x) > 0 п.в. в Q, g0(t, x) > 0, (t, x) ∈ S. (8)

Также предположим, что или σ(t, x) ≡ 1 и γi ≡ 0, или γi 6≡ 0 и

σ(t, x) > 0 ∀(t, x) ∈ S. (9)

Отметим, что поскольку Γ ∈ C2, то можно сделать замену переменных и свести
задачу к случаю, когда σ(t, x) > δ0 > 0 ∀(t, x) ∈ S, где δ — постоянная. Соот-
ветствующая замена имеет вид u = e−λρ(x)v, где λ > 0 — достаточно большой
положительный параметр и ρ — положительная функция, совпадающая в некото-
рой окрестности Γ с ρ(x,Γ). Свойства функции ρ(x,Γ) описаны в [39, §10, гл. 3].
Обозначим через Φ решение задачи (1), (2), где α = 0.
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (4)–(9) и α > 0. Тогда существует един-
ственное решение задачи (1), (2), такое, что u ∈ W 1,2

p (Q), причём справедлива
оценка

‖u‖W 1,2
p (Q) 6 C0(‖u0‖W 2−2/p

p (G)
+ ‖f‖Lp(Q) + ‖g‖

W
s0,2s0
p (S)

)

и неравенства
0 6 u(t, x) 6 Φ(t, x). (10)

Доказательство. Зафиксируем α > 0. Существование и единственность решений
задачи (1), (2) вытекает из известных результатов о разрешимости параболических
задач. Мы можем сослаться, например, на теорему 2.1 в [40; 41] и на теорему 5.3 в
[42]. Отметим, что стандартные результаты (см., например, теорему 10.4 в §10, гл. 7
в [38]) не дают утверждения теоремы, поскольку там требуется, чтобы в последнем
включении в (5) пространство Соболева было заменено на пространства Гёльдера.
Если α > 0, то легко увидеть, что функции 0,Φ являются соответственно нижним
и верхним решением задачи (1), (2) (см. определения в [39]), и тогда, используя
принцип максимума (следствие 7.4 в §1, гл. 7 в [39]), получим (10).

2. Основные результаты
Приведём дополнительные условия вида

Φ(t1, y1) > ψ1 > 0, ∃δ0, δ1 > 0 : Φ1(t, x) > δ1 > 0 в Qδ0(t1, y1), (11)

где δ0 — положительная постоянная, такая, что Bδ0(y1) ⊂ G.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (4)–(9), (11). Тогда существует един-
ственное решение задачи (1)–(3), такое, что u ∈ W 1,2

p (Q), α > 0, причём
0 6 u(t, x) 6 Φ(t, x).

Доказательство. Без ограничения общности считаем, что выполнено неравенство

n∑
i,j=1

aijξiξj(p−1)+
n∑
j=1

(
aj +

n∑
i=1

aijxi

)
ξju+a0u

2 > δ2(|ξ|2+u2), ∀ u ∈ R, ξ ∈ Rn (12)

при п.в. (t, x) ∈ Q, где δ2 — положительная постоянная. Иначе мы сделаем заме-
ну переменных u = veλt. Коэффициент a0 перейдёт в новый коэффициент a0 + λ.
Используя условие (6), можем выбрать достаточно большой параметр λ, такой,
что для нового уравнения условие (12) уже выполнено. Отметим, что Φ(t, x) ∈
C1−(n+2)/(2p),2−(n+2)/p(Q) (см. теоремы вложения в [37, теорема 2.6.6]). Тем же свой-
ством обладает и любое решение задачи (1), (2). В частности, имеем u 6 Φ 6 M ,
M = ‖Φ‖C(Q). Вначале мы покажем некоторые оценки и приведём некоторые свой-
ства решений задачи (1), (2). Легко показать, что u→ Φ при α→ 0. Действительно,
пусть uα — решение задачи (1), (2) с g = αΦ1. Рассматривая разность w = Φ− uα,
получим, что она удовлетворяет уравнению (1) с правой частью −αΦ1uα. Тогда из
теоремы 1 имеем оценку

‖w‖W 1,2
p (Q) 6 C0|α|‖Φ1uα‖Lp(Q) 6 C1|α|, (13)

где C1 = C0‖Φ1‖Lp(Q)‖Φ‖L∞(Q), постоянная C1 не зависит от параметра α. Как уже
было отмечено, w(t, x) ∈ C1−(n+2)/(2p),2−(n+2)/p(Q) [37, теорема 2.6.6, гл. 7]. Тогда
получим оценку ‖w‖C(Q) 6 c1‖w‖W 1,2

p (Q) 6 c1C1|α| → 0 при α→ 0.
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Построим функции ϕk(x) ∈ C∞0 (G), ψk(t) ∈ C∞0 (0, T ), такие, что ϕk(x) = 1
в Bδ0rk(y1), ψk = 1 в Bδ0rk(t1), suppϕk ⊂ Brk−1δ0(y1), suppψk ⊂ Brk−1δ0(t1), rk =
1/2+(2+[p]−k)/(2+2[p]), для некоторой постоянной c > 0 справедливо неравенство
|∇ϕk(x)|2 6 cϕk(x) при всех x ∈ G. Положим ϕk(t, x) = ϕk(x)ψk(t). Умножим
уравнение (1) на функцию ϕ1|u|p−2u и интегрируем по G. Интегрируя по частям,
получим

∂t

∫
G

|u|p

p
ϕ1 dx−

∫
G

|u|p

p
ϕ1t dx+

∫
G

n∑
i,j=1

aijuxj(uxi(p− 1)ϕ1|u|p−2 + |u|p−2uϕ1xi)+

+

(
n∑
j=1

(
aj +

n∑
i=1

aijxi

)
uxj |u|p−2u+ a0|u|p

)
ϕ1 dx+

+ α

∫
G

ϕ1Φ1|u|p dx = (f, |u|p−2uϕ1). (14)

Далее мы используем числовое неравенство

|ab| 6 |a|
p

p
+
|b|q

q
, 1/p+ 1/q = 1. (15)

Имеем ∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aijuxj |u|p−2uϕ1xi

∣∣∣∣∣ 6 ε|∇u|2|u|p−2ϕ1 +
c2

ε
|u|p,

где ε > 0 — произвольное число. Далее в силу условия (12) имеем неравенство
n∑

i,j=1

n∑
i,j=1

aijuxjuxi(p− 1)ϕ1|u|p−2 +

(
n∑
j=1

(
aj +

n∑
i=1

aijxi

)
uxj |u|p−2u+ a0|u|p

)
ϕ1 dx >

> δ2ϕ1(|∇u|2|u|p−2 + |u|p),

где δ2 > 0 — положительная постоянная. Кроме того,

|fϕ1|u|p−2u| 6 |f |pϕ1/(4(εα)p−1) + α|u|pϕ1ε.

Интегрируя (14) по t и используя последние три неравенства, взяв ε = min(δ1, δ2)/4,
получим∫ T

0

∫
G

ϕ1(|∇u|2|u|p−2 + |u|p)/2 + αΦ1|u|pϕ1 dxdt 6

6
c4

αp−1
‖f‖pLp(Q) + c3

∫ T

0

∫
G

|u|p dxdt 6 c3M
pTµ(G) +

c4

αp−1
‖f‖pLp(Q) = c5, (16)

где постоянные c3, c4 не зависят от постоянной α. Далее мы повторим рассужде-
ния. Умножим уравнение (1) на α|u|p/2uϕ2 и проинтегрируем по G. Интегрируя по
частям, получим

∂t

∫
G

α
|u|p

p
ϕ2 dx− α

∫
G

|u|p

p
ϕ2t dx+ α

∫
G

n∑
i,j=1

aijuxj(uxiϕ2|u|p−2 + |u|p−2uϕ2xi)+

+ α

(
n∑
j=1

(
aj +

n∑
i=1

aijxi

)
uxj |u|p−2u+ a0|u|p

)
ϕ2 dx+

+ α2

∫
G

ϕ2Φ1|u|p dx = α(f, |u|p−2uϕ2).
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Имеем ∣∣∣∣∣α
n∑

i,j=1

aijuxj |u|p−2uϕ2xi

∣∣∣∣∣ 6 αϕ2|∇u|2|u|p−2ε+ c(ε)|u|pϕ1α,

где ε > 0 — произвольное число. Далее в силу условия (12) имеем неравенство

n∑
i,j=1

n∑
i,j=1

aijuxjuxi(p− 1)ϕ2|u|p−2 +

(
n∑
j=1

(
aj +

n∑
i=1

aijxi

)
uxj |u|p−2u+ a0|u|p

)
ϕ2 dx >

> δ2ϕ2(|∇u|2|u|p−2 + |u|p).

Кроме того, |fϕ2|u|p−2u| 6 |f |pϕ2/(4(ε1α
2)p−1) + α2|u|pϕ2ε1. Интегрируя (14) по t

и используя последние три неравенства, взяв достаточно малые параметры ε, ε1,
получим∫ T

0

∫
G

αϕ2(|∇u|2|u|p−2 + |u|p) + ϕ2α
2Φ1|u|p dxdt 6

6
∫ T

0

∫
G

c7‖f‖p dxdt+

∫ T

0

∫
G2

c8α|u|pϕ1 dxdt 6 c8.

Для оценки последнего слагаемого используем оценку (16). Получим неравенство

T∫
0

∫
G

αϕ2(|∇u|2|u|p−2 + |u|p) + ϕ2α
2Φ1|u|p dxdt 6 c9(‖f‖pLp(Q) +Mp).

Далее повторяем рассуждения. Предположим, что мы уже получили оценку∫ T

0

∫
G

αk−1ϕk(|∇u|2|u|p−2 + |u|p) + ϕkα
kΦ1|u|p dxdt 6 c9,

где постоянная c9 не зависит от u, а зависит лишь от постоянной M и данных
задачи. Последующая оценка получается повторением рассуждений с использова-
нием умножения (1) на функцию αk|u|p−2uϕk+1 и интегрированием по области G.
Рассуждения повторяются для k = 1, 2, . . . , [p]. Если p = [p], то рассуждения закан-
чиваются. Если нет, то мы получим оценку∫ T

0

∫
G

α[p]−1ϕ[p](|∇u|2|u|p−2 + |u|p) + ϕ[p]α
[p]Φ1|u|p dxdt 6 c10,

равномерную по параметру α > δ2, где δ2 — произвольное положительное число.
Умножим уравнение (1) на αp−1|u|p−2uϕ[p]+1 и повторим рассуждения. Окончатель-
ная оценка имеет вид∫ T

0

∫
G

αp−1
l ϕ[p]+1(|∇u|2|u|p−2 + |u|p) + ϕ[p]+1α

pΦ1|u|p dxdt 6 c11,

где постоянная c11 не зависит от α > δ2, где δ2 — произвольное фиксированное поло-
жительное число. Она имеет вид c12(‖f‖pLp(Q) +Mp) (напомним, чтоM = ‖u‖L∞(Q)),
где постоянная c12 зависит от данных задачи. Поскольку Φ1 ∈ L∞(Q), из этой оцен-
ки вытекает неравенство

αp‖ϕ[p]+1Φ1u‖pLp(Q) 6 c13(‖f‖pLp(Q) +Mp), (17)
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где постоянная c13 не зависит от α > δ2, где δ2 — произвольное фиксированное
положительное число.

Далее, возьмём функции ϕ(x) = ϕ[p]+2(x), ψ(t) = ψ[p]+2(t) со свойствами:
ϕ[p]+2(x) ∈ C2(G), ϕ[p]+2(x) = 1 в Bδ0r[p]+2

(y1), suppϕ[p]+2 ⊂ Br[p]+1δ0(y1), для неко-
торой постоянной c > 0 справедливы неравенства |∇ϕ(x)|2 6 cϕ(x) для всех x ∈ G
и |∇xϕ| 6 cϕ/ρ(x), где c — некоторая постоянная и ρ(x) = ρ(x, ∂Bδ0r1+[p]

(y1)). Эти
условия означают, что в некоторой окрестности границы ∂Bδ0r1+[p]

(y1) функция
ϕ[p]+2(x) ведёт себя как ρβ(x) (β > 2), x ∈ Bδ0r1+[p]

(y1), и положительна в Bδ0r1+[p]
(y1).

Очевидно такие функции существуют. Будем считать, что ϕ[p]+2(x) ≡ ρ2(x) на неко-
тором множестве U = {x ∈ Bδ0r1+[p]

: ρ(x) < ε}, т. е. для некоторых постоянных
c1, c2 > 0 на этом множестве имеет место неравенство c1ρ

2 6 ϕ(x) 6 c2ρ
2. Положим

Ψ(t, x) = ϕ(x)ψ(t). Умножим уравнение (1) на Ψ и преобразуем его следующим
образом:

vt − Lv = −αΨΦ1v + Ψf + Ψtu− 2
n∑

i,j=1

aijΨxiuxj −
n∑

i,j=1

aijΨxixju+
n∑
i=1

aiΨxiu,

где v = Ψu. Используя оценку из теоремы 1 и оценку (17), получим

‖v‖W 1,2
p (Q) 6 c14(‖f‖Lp(Q) + ‖|∇xΨ||∇u|‖Lp(Q) +M). (18)

Имеем неравенство |∇xΨ||∇u| 6 |∇xΨ|
Ψ
|∇(Ψu)|+ |∇xΨ|2

Ψ
u. Используя свойства функ-

ции Ψ, получим |∇xΨ||∇u| 6 c15
ρ
|∇(Ψ∇u)|+ c16|u|. Тогда из неравенства (18) полу-

чим оценку
‖v‖W 1,2

p (Q) 6 c17(‖f‖Lp(Q) + ‖ρ−1|∇xv|‖Lp(Q) +M). (19)

Определим весовые пространства Соболева с нормами

‖v‖p
H2
p

(
Gδ0r1+[p]

) =

∫
Gδ0r1+[p]

n∑
i,j=1

|vxixj |p + ρ−p
n∑
i=1

|vxi |p + ρ−2p|v|p dx,

‖v‖p
H1
p

(
Gδ0r1+[p]

) =

∫
Gδ0r1+[p]

ρ−p
n∑
i=1

|vxi |p + ρ−2p|v|p dx.

По построению при п. в. t функция v и её производные обращаются в ноль на
∂Bδ0r1+[p]

, следовательно, норма в пространстве H2
p (Gδ0r1+[p]

) эквивалента норме
W 2
p (Gδ0r1+[p]

) (теорема 3.2.6 в [36]). Тогда по теореме 3.4.2 (f) из [36] cправедливо
неравенство

‖v‖H1
p(Gδ0r1+[p]

) 6 c‖v‖1/2

H2
p(Gδ0r1+[p]

)‖ρ
−2v‖1/2

Lp(Gδ0r1+[p]
).

Используя это неравенство и неравенства (15), (19), получим

‖v‖W 1,2
p (Q) 6 c18ε2‖v‖W 1,2

p (Q) + c(ε2)‖u‖Lp(Q) + c14(‖f‖Lp(Q) +M).

Выбрав ε2 = 1/2c18, получим неравенство

‖v‖W 1,2
p (Q) 6 c19(‖f‖Lp(Q) +M). (20)

Из оценок (20), (17) вытекает оценка

‖u‖W 1,2
p (Qδ0/2(t1,y1)) + α‖u‖Lp(Qδ0/2(t1,y1)) 6 c20(‖f‖Lp(Q) +M). (21)
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Далее используем интерполяционные неравенства. Отметим, что
W s,2s
p (Qδ0/2(t1, y1)) ⊂ Cα,2α(Qδ0/2(t1, y1)), α = s − (n + 2)/(2p) [37, теорема 2.6.6,

гл. 7]). Таким образом, имеем неравенство

‖u‖C(Qδ0/2(t1,y1)) 6 c21‖v‖W s,2s
p (Qδ0/2(t1,y1)), (n+ 2)/2p < s < 1.

С помощью интерполяционного неравенства (см. [37, следствие 5.7.3, гл. 7]) и нера-
венства (21) получим

‖u‖W s,2s
p (Qδ0/2(t1,y1)) 6 c22‖u‖sW 1,2

p (Qδ0/2(t1,y1))
‖u‖1−s

Lp(Qδ0/2(t1,y1)) 6 c23α
s−1.

Следовательно, имеем

‖u‖C(Qδ0/2(t1,y1)) 6 c24α
s−1 → 0 при α→∞. (22)

Рассмотрим уравнение R(α) = u(α, t1, y1) − ψ1 = 0, где функция u(α, t, x) есть
решение задачи (1), (2) c g = αΦ1. Используя теорему 1 и вложениеW 1,2

p (Q) ⊂ C(Q),
нетрудно показать, что величина u(α, t1, y1) непрерывно зависит от параметра α.
Найдём параметр α01, такой, что ψ1 < u(α01, t1, y1) 6 Φ(t1, y1). Это возможно в
силу неравенства (13). Далее найдём такой параметр α02, что для соответствующего
решения u(α02, t, x) задачи (1), (2) с g = α02Φ1 выполнено 0 6 u(α02, t1, y1) < ψ1.
Такое α02 найдётся в силу (22). Тогда R(α01) > 0, R(α02) < 0. Следовательно,
найдётся число α0, такое, что R(α0) = 0. Отсюда вытекает, что пара (u(α0, t, x), α0)
есть решение задачи.

Покажем единственность решения задачи. Рассмотрим уравнение u(α, t1, y1) =
ψ1. Поскольку уравнение (1) гладким образом зависит от параметра α, то и реше-
ние в норме пространства W 1,2

p (Q) также обладает этим свойством, в частности,
функция u(α, t1, y1) бесконечно дифференцируема по параметру α. Более того, она
аналитична по параметру α. Действительно, пусть v = u− Φ. Имеем

Mv + αΦ1v = −αΦ1Φ, v|t=0 = 0, Bv|S = 0.

Тогда v = −(M + αΦ1)−1αΦ1Φ. Пусть α0 ∈ R — произвольная точка. Далее имеем
v = (M + α0Φ1 + (α− α0)Φ1)−1αΦ1Φ. Откуда

v(t1, y1) =
∞∑
k=1

(−1)k(α− α0)k[(M + α0Φ1)−1Φ1]k(M + α0Φ1)−1αΦ|t=t1,x=y1 .

Используя теорему 1, легко показать, что этот ряд сходится в некоторой окрест-
ности точки α0 в норме пространства W 1,2

p (Q). Утверждение справедливо как для
вещественных, так и для комплексных чисел α. Таким образом, u(α, t, x) анали-
тична по α в любой точке (t, x) ∈ Q. Из внутренней теоремы единственности для
аналитических функций заключаем, что нули функции u′(α, t1, y1) не могут иметь
конечной предельной точки, если функция u(α, t1, y1) не постоянная. Однако по-
следнее не выполнено, поскольку по доказанному имеются точки α01, α02, где зна-
чения u(α0i, t1, y1) различны. С другой стороны, функция u′(α, t, x) есть решение
задачи

(M + αΦ1)u′ = −Φ1u, u′|t=0 = 0, Bu′|S = 0.

Используя принцип максимума (следствие 7.4 в §1, гл. 7 в [39]), получим u′ 6 0 в
Q. Тогда функция u(α, t1, y1)−ψ1 не может иметь более одного нуля. Мы показали
единственность решения.
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IDENTIFICATION OF THE ABSORPTION PARAMETER
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The correctness in Sobolev spaces of inverse problems of determining the constant at
the lowest coefficient (absorption coefficient) is considered in a parabolic equation. The
theorem of existence and uniqueness of the solution is proved. The proof is based on
the obtained a priori estimates and properties of solutions to parabolic problems. The
method used is constructive and based on the proposed approach it is possible to construct
numerical methods for solving the problem.
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