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Получено обобщение формулы Карлемана субгармонической функции в открытом
полукольце и в открытом полукруге. Обобщённая формула учитывает как распре-
деление меры Рисса функции, так и её граничную меру. Доказательство использует
теорию тонкой топологии и пространств Мартина.
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Введение

Многие важные результаты в теории субгармонических функций получаются
с использованием формул представления этих функций. Наиболее известная из
них — формула Пуассона — Иенсена, которая даёт представление субгармониче-
ской функции в круге. Отметим также формулы Неванлинны, Симидзу — Аль-
форса, Карлемана, Левина, которые приведены в [1]. Теория субгармонических
функций в полуплоскости C+ = {z : Im z > 0}, созданная А.Ф. Гришиным [2], в
значительной мере опирается на открытые им интегральные формулы. Аналогич-
ные формулы при различных ограничениях получали другие авторы [3–6]. Важ-
ное место в этом ряду занимает формула Карлемана [7], которая устанавливает
связь между распределением нулей и полюсов мероморфной функции в замкну-
том полукольце {z : 0 < R1 6 |z| 6 R2 < +∞, Im z > 0} c её поведением на
границе полукольца. Обобщение этой формулы на функции аналитические в полу-
круге {z : |z| 6 R < +∞, Im z > 0} получено Н.В. Говоровым [3]. Для функций,
субгармонических в верхней полуплоскости, обобщение формулы Карлемана полу-
чил А.Ф. Гришин [2; 8]. В последнее время важные результаты в этом направлении
получены в работах Б.Н.Хабибуллина и его учеников [9; 10].

В настоящей работе мы распространяем результаты из работ [2–4; 8] на функ-
ции, субгармонические в открытом полукольце и в открытом полукруге.

1. Основные обозначения и терминология

Будем использовать следующие определения и терминологию. Через C = {z =
x + iy} обозначим комплексную плоскость с вещественной осью R, C+ := {z ∈ C :
Im z > 0} — верхняя полуплоскость без границы. Открытый круг радиуса r с цен-
тром в точке a будем обозначать через C(a, r), D — замыкание множества D, D+

означает пересечение множества D с полуплоскостью C+, то есть D+ = D ∩ C+.

Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект № 24-21-00006,
https://rscf.ru/project/24-21-00006/).



Обобщённая формула Карлемана для полукольца и полукруга 689

Символом ∂ мы обозначаем в одних случаях частную производную, в других — гра-
ницу множества, def

= означает равно по определению. Обозначим через D+(R1, R2) =
{z : 0 < R1 < |z| < R2 < +∞, Im z > 0} открытое полукольцо на верхней по-
луплоскости. Субгармоничность в замкнутом полукольце D+(R1, R2) равносильна
субгармоничности в D+(R′1, R

′
2, δ) = {z : 0 < R′1 < |z| < R′2 < +∞, Im z > −δ}

при некоторых R′1 < R1 < R2 < R′2, δ > 0. Поэтому функции, субгармонические
и ограниченные сверху внутри открытого полукольца D+(R1, R2), образуют более
широкий класс, чем субгармонические в замыкании D+(R1, R2) полукольца. Для
меры λ обозначаем λ(t) = λ(C(0, t)).

2. Вспомогательные сведения

Пусть SK(R1, R2) — пространство субгармонических функций в D+(R1, R2),
имеющих в этом полукольце положительную гармоническую мажоранту, G(z, ζ) —
функция Грина полукольца D+(R1, R2), ∂G

∂nζ
— производная по внутренней нормали

к границе полукольца. Из [11, теорема 7] следует, что функции v(z) из пространства
SK(R1, R2) обладают следующими свойствами:

Пусть v ∈ SK(R1, R2), µ — риссовская мера функции v(z). Тогда

a) v имеет почти всюду некасательные пределы

v(R1e
iϕ) = lim

r→R1+0
v(reiϕ), v(R2e

iϕ) = lim
r→R2−0

v(reiϕ), v(t) = lim
y→+0

v(t+ iy) ;

b) существуют однозначно определяемые функцией v(z) меры: νj, j = 1, 2, на
интервале (0, π) и мера ν на объединении интервалов I(R1, R2) = (−R2,−R1)∪
(R1, R2), такие, что для любой точки z0 ∈ D+(R1, R2), в которой v(z0) > −∞,

мера µ̃, dµ̃(ζ)
def
= G(z0, ζ) dµ(ζ), конечна на D+(R1, R2),

меры ν̃j, dν̃j(ζ)
def
=

∂G(z0,Rje
iϕ)

∂nζ
dνj(ζ), j = 1, 2, имеют ограниченную полную

вариацию на интервале (0, π),

мера ν̃, dν̃(t)
def
= ∂G(z0,t)

∂nζ
dν(t), имеет ограниченную полную вариацию на

I(R1, R2);

c) имеют место формулы

ν1([α, β]) = lim
r→R1+0

R1

β∫
α

v(reiϕ) dϕ, ν2([α, β]) = lim
r→R2−0

R2

β∫
α

v(reiϕ) dϕ,

если 0 < α < β < π, νj({α}) = νj({β}) = 0, j = 1, 2 ,

ν([a, b]) = lim
y→+0

b∫
a

v(x+ iy) dx, если [a, b] ⊂ I(R1, R2), ν({a}) = ν({b}) = 0,

dνj(ϕ) = Rjv(Rje
iϕ) dϕ+ dσj(ϕ), j = 1, 2, dν(t) = v(t) dt+ dσ(t) ,

где σj, j = 1, 2, σ — меры, сингулярные относительно меры Лебе-
га (невозрастающие ограниченные функции на (0, π), соответственно на
I(R1, R2), для которых почти всюду σ′j = 0, σ′ = 0).

Мера ν̂ = ν1 + ν2 + ν называется граничной мерой функции v.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Для функции v ∈ SK(R1, R2) определим полную меру λ как

λ(K) = 2π

∫
D+(R1,R2)∩K

Im ζ dµ(ζ)− ν̂(K) .

Мера λ обладает следующими свойствами: 1) λ— конечная мера на каждом компак-
теK ⊂ C; 2) λ — неотрицательная мера в D+(R1, R2); 3) λ равна нулю в дополнении
C \D+(R1, R2).

Наоборот, если мера λ удовлетворяет условиям 1)–3), то существует функция
v ∈ SK(R1, R2) с полной мерой, равной λ.

Используя введённые определения, функцию v ∈ SK(R1, R2), z ∈ D+(R1, R2),
можно записать в виде (см. [11, теорема 7])

v(z) = − 1

2π

∫∫
D+(R1,R2)

K(z, ζ) dλ(ζ) +
4∑
j=1

ajM(z,Rj), (1)

где R3 = −R1, R4 = −R2,

K(z, ζ) =



1

Im ζ
G(z, ζ), ζ ∈ D+(R1, R2),

∂G(z, Rje
iϕ)

∂nζ
, ζ = Rje

iϕ, ϕ ∈ (0, π),

∂G(z, t)

∂nt
, ζ ∈ I(R1, R2) ,

M(z, ζ) — функция Мартина полукольца D+(R1, R2), отвечающая граничной точке
ζ, а интегралы понимаются как несобственные с особыми точками на концах инте-
грирования, функция K(z, ζ) продолжена по непрерывности на вещественную ось
при R1 6 |t| 6 R2.

В частности, если функция v(z) субгармонична в полукольце D+(R′1, R
′
2), R′1 <

R1 < R2 < R′2, то при z ∈ D+(R1, R2)

v(z) = − 1

2π

∫∫
D+(R1,R2)∪I(R1,R2)

K(z, ζ) dλ(ζ) +
2∑
j=1

Rj

2π

π∫
0

∂G(z, Rje
iϕ)

∂n
v
(
Rje

iϕ
)
dϕ . (2)

При этом в определении полной меры функции v(z) её сингулярные меры σj, j =
1, 2, отсутствуют (они равны нулю).

Пусть R1 = qR,R2 = R/q. Тогда имеет место соотношение

G(z, ζ) = ln

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ

(
ln

zζ

q2R2

)
σ

(
ln
z

ζ

)
σ

(
ln

zζ

q2R2

)
σ

(
ln
z

ζ

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣,

где lnω = ln |ω| + i argω, 0 < arg z, arg ζ < π, arg ζ = − arg ζ, argω1ω2 = argω1 +

argω2, arg
ω1

ω2

= argω1 − argω2, σ(u) — сигма-функция Вейерштрасса с основными

периодами ω1 = −4 ln q, ω2 = 2πi.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Используя теорию эллиптических функций (см., например, [12, гл. III, п. 12]),
можно получить разложения ядра в формуле (1) при R1 = qR, R2 = R/q, q ∈ (0, 1),
z = reiθ, ζ = τeiϕ:

G(z, ζ) = 2
∞∑
m=1

1

m(1− q4m)

(τ
r

)m(
1− q2mr2m

R2m

)(
1− q2mR2m

τ 2m

)
sinmθ sinmϕ,

qR < τ < r < R/q ,

(3)

G(z, ζ) = 2
∞∑
m=1

1

m(1− q4m)

( r
τ

)m(
1− q2mR2m

r2m

)(
1− q2mτ 2m

R2m

)
sinmθ sinmϕ,

qR < r < τ < R/q ,

(4)

∂G(z, t)

∂n
=

2

t

∞∑
m=1

1

1− q4m

(
t

r

)m(
1− q2mR2m

t2m

)(
1− q2mr2m

R2m

)
sinmθ ,

qR < |t| < r < R/q ,

(5)

∂G(z, t)

∂n
=

2

t

∞∑
m=1

1

1− q4m

(r
t

)m(
1− q2mt2m

R2m

)(
1− q2mR2m

r2m

)
sinmθ ,

qR < r < |t| < R/q ,

(6)

∂G (z, qReiϕ)

∂n
=

4

qR

∞∑
m=1

1

1− q4m

(
qR

r

)m(
1− q2mr2m

R2m

)
sinmθ sinmϕ , (7)

∂G

(
z,

1

q
Reiϕ

)
∂n

=
4q

R

∞∑
m=1

1

1− q4m

(qr
R

)m(
1− q2mR2m

r2m

)
sinmθ sinmϕ . (8)

Формулы (2)–(8) приведены в диссертации А. Ф. Гришина [2]. В других ис-
точниках нам они не встречались. Заметим также, что если ζ ∈ ∂D(R1, R2), то
G(z, ζ) = 0.

Приведём также известные формулы для функции Грина (см., например, [2; 3])
G(z, ζ) полукруга C(0, R) = {z||z| < R, Im z > 0}. Имеют место соотношения

G(z, ζ) = ln

∣∣∣∣(z − ζ)(R2 − zζ)

(z − ζ)(R2 − zζ)

∣∣∣∣ ,
G(z, ζ) = 2

∞∑
m=1

1

m

(τ
r

)m(
1− r2m

R2m

)
sinmθ sinmϕ, 0 6 τ < r 6 R , (9)

G(z, ζ) = 2
∞∑
m=1

1

m

( r
τ

)m(
1− τ 2m

R2m

)
sinmθ sinmϕ, 0 6 r < τ 6 R , (10)

∂G(z, t)

∂nt
=

2r sin θ(R2 − r2)(R2 − t2)

|z − t|2|R2 − tz|2
,

∂G(z, t)

∂n
= 2

∞∑
m=1

rm(R2m − t2m)

tm+1R2m
sinmθ , 0 6 r < |t| 6 R , (11)

∂G(z, t)

∂n
= 2

∞∑
m=1

tm−1(R2m − t2m)

rmR2m
sinmθ , 0 6 |t| < r 6 R , (12)

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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∂G(z, Reiϕ)

∂n
=

R2 − r2

R|Reiϕ − z|2
− R2 − r2

R|Re−iϕ − z|2
,

∂G(z,Reiϕ)

∂n
= 4

∞∑
m=1

rm

Rm+1
sinmθ sinmϕ . (13)

3. Обобщённая формула Карлемана для полукольца
Перейдём к обобщению формулы Карлемана для полукольца.
Прежде чем сформулировать нашу теорему, введём обозначение. Пусть λ —

произвольная мера в замкнутой полуплоскости C+, определим меру λm, m ∈ N,
равенством

dλm(ζ) =
sinmϕ

Im ζ
τm dλ(ζ), ζ = τeiϕ ,

где
sinmϕ

sinϕ
при ϕ = 0, π определяется по непрерывности.

Теорема 1. Пусть v ∈ SK(R1, R2). Тогда справедлива формула

π∫
0

v(
√
R1R2e

iθ) sinmθ dθ =
4∑
j=1

aj

π∫
0

M(
√
R1R2e

iθ, Rj) sinmθ dθ−

− 2

m(Rm
1 +Rm

2 )

(√
R2

R1

)m
√
R1R2∫

R1+0

(
1−

(
R1

τ

)2m
)
dλm(τ)−

− 2

m(Rm
1 +Rm

2 )

(√
R1

R2

)m R2−0∫
√
R1R2

((
R2

τ

)2m

− 1

)
dλm(τ)+

+

(√
R1R2

)m
Rm

1 +Rm
2

 2∑
j=1

1

Rj

π∫
0

sinmθ dνj(θ)

 . (14)

Доказательство. В представлении (1) выберем точку z = reiϕ так, что v(z) > −∞
(такую точку всегда можно выбрать на любой полуокружности {z = reiθ|0 < θ <
π,R1 < r < R2}, так как в противном случае v(z) ≡ −∞). Запишем представле-
ние (1) субгармонической функции v в полукольце D+(R1, R2):

v(reiθ) = − 1

2π

∫∫
IntD+(R1,R2)

G(reiθ, ζ)

Im ζ
dλ(ζ) +

4∑
j=1

ajM(z, Rj)+

+
1

2π

2∑
j=1

π∫
0

∂G(reiθ, Rje
iϕ)

∂nζ
dνj(ϕ) +

1

2π

∫
I(R1,R2)

∂G(reiθ, t)

∂nt
dν(t) .

Положим R =
√
R1R2, q =

√
R1/R2. Используя формулы (3)–(8), получим:

v(reiθ) =
4∑
j=1

ajM(reiθ, Rj)−

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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− 1

π

∞∑
m=1

1

mrm(1− q4m)

(
1− q2mr2m

R2m

)
sinmθ

R−ε∫
R1+0

(
1− q2mR2m

τ 2m

)
dλm(τ)−

− 1

π

∞∑
m=1

rm

m(1− q4m)

(
1− q2mR2m

r2m

)
sinmθ

R2−0∫
R+0

(
1

τ 2m
− q2m

R2m

)
dλm(τ)+

+
2

πqR

∞∑
m=1

qm sinmθ

1− q4m

((
R

r

)m
− q2m

( r
R

)m) π∫
0

sinmϕdν1(ϕ)+

+
2q

πR

∞∑
m=1

qm sinmθ

1− q4m

(( r
R

)m
− q2m

(
R

r

)m) π∫
0

sinmϕdν2(ϕ)− Iε , ε > 0 ,

где

Iε =
1

2π

∫∫
D+(R−ε,R)

K(z, ζ) dλ(ζ) .

Используя свойства функции Грина области (неотрицательность, логарифмиче-
скую особенность в точке z) и меры λ, нетрудно показать, что lim

ε→+0
Iε = 0. В пределе

при ε ↓ +0 получим

v(reiθ) =
4∑
j=1

ajM(reiθ, Rj)−

− 1

π

∞∑
m=1

1

mrm(1− q4m)

(
1− q2mr2m

R2m

)
sinmθ

R∫
R1+0

(
1− q2mR2m

τ 2m

)
dλm(τ)−

− 1

π

∞∑
m=1

rm

m(1− q4m)

(
1− q2mR2m

r2m

)
sinmθ

R2−0∫
R+0

(
1

τ 2m
− q2m

R2m

)
dλm(τ)+

+
2

πqR

∞∑
m=1

qm sinmθ

1− q4m

((
R

r

)m
− q2m

( r
R

)m) π∫
0

sinmϕdν1(ϕ)+

+
2q

πR

∞∑
m=1

qm sinmθ

1− q4m

(( r
R

)m
− q2m

(
R

r

)m) π∫
0

sinmϕdν2(ϕ) . (15)

Полагая в (15) R =
√
R1R2, q =

√
R1/R2, r = R, получим

v(
√
R1R2e

iθ) =
4∑
j=1

ajM(
√
R1R2e

iθ, Rj)−

− 1

π

∞∑
m=1

1

m(Rm
1 +Rm

2 )

(√
R2

R1

)m

sinmθ

√
R1R2∫

R1+0

(
1−

(
R1

τ

)2m
)
dλm(τ)−

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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− 1

π

∞∑
m=1

1

m(Rm
1 +Rm

2 )

(√
R1

R2

)m

sinmθ

R2−0∫
√
R1R2

((
R2

τ

)2m

− 1

)
dλm(τ)+

+
2

π

∞∑
m=1

 2∑
j=1

1

Rj

π∫
0

sinmϕdνj(ϕ)

 (√R1R2

)m
sinmθ

Rm
1 +Rm

2

.

Используя ортогональность тригонометрических мономов, после умножения
обеих частей на sinmθ и интегрирования получим формулу (14).

Следствие 1. Пусть v ∈ SK(R′1, R
′
2), R′1 < R1 < R2 < R′2. Тогда справедлива

формула

π∫
0

v(
√
R1R2e

iθ) sinmθ dθ =

(√
R1R2

)m
Rm

1 +Rm
2

 2∑
j=1

1

Rj

π∫
0

v(Rje
iθ) sinmθ dθ

−
− 2

m(Rm
1 +Rm

2 )

(√
R2

R1

)m
√
R1R2∫

R1+0

(
1−

(
R1

τ

)2m
)
dλm(τ)−

− 2

m(Rm
1 +Rm

2 )

(√
R1

R2

)m R2−0∫
√
R1R2

((
R2

τ

)2m

− 1

)
dλm(τ) . (16)

Доказательство. Утверждение прямо следует из (14). В этом случае

lim
r→R2−0

R2

β∫
α

v(reiθ) dθ = R2

β∫
α

v(R2e
iθ) dθ, lim

r→R1+0
R1

β∫
α

v(reiθ) dθ = R1

β∫
α

v(R1e
iθ) dθ

и, следовательно, dνj(θ) = Rjv(Rje
iθ) dθ, j = 1, 2. Кроме того, выполняются равен-

ства aj = 0, j = 1, 2, 3, 4.

4. Обобщённая формула Карлемана для полукруга

Рассмотрим обобщённую формулу Карлемана для субгармонических функций
в полукруге. Она имеет различное оформление и выводится при различных ограни-
чениях на функцию v. Для функций субгармонических в полуплоскости наиболее
удачное оформление обобщённой формулы Карлемана получил К. Ито [5] (см. так-
же [2, теорема 43; 12]). Нам понадобится следующая теорема А. Ф. Гришина.

Теорема 2. Пусть v — субгармоническая функция в полукруге C+(0, R), имеющая
в этом полукруге положительную гармоническую мажоранту, µ — её мера Рисса,
G(z, ζ) — функция Грина полукруга C+(0, R). Тогда существуют вещественные
числа aj, j = 1, 2, мера ν1 на интервале (0, π), конечная на каждом компакте из
этого интервала, причём мера ν̃1, где dν̃1(ζ) = ∂G(z0,Reiϕ)

∂nζ
dν1(ζ), имеет ограничен-

ную полную вариацию на интервале (0, π), мера ν на интервале (−R,R), конечная
на каждом компакте из этого интервала, причём мера ν̃, где dν̃(ζ) = ∂G(z0,t)

∂nζ
dν(ζ)

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.



Обобщённая формула Карлемана для полукольца и полукруга 695

(z0 такая точка, что v(z0) > −∞), имеет ограниченную полную вариацию на
интервале (−R,R), такие, что при z ∈ C+(0, R) имеет место равенство

v(z) = −
∫∫

C+(0,R)

G(z, ζ) dµ(ζ) +
1

2π

π∫
0

∂G(z, Reiϕ)

∂nζ
dν1(ϕ) +

1

2π

R∫
−R

∂G(z, t)

∂nt
dν(t)+

+a1M(z,R) + a2M(z,−R) ,
(17)

гдеM(z, ζ) — функция Мартина полукруга C+(0, R), отвечающая граничной точке
ζ, а интегралы понимаются как несобственные с особыми точками на концах
интегрирования. Имеют место формулы

ν1([α, β]) = lim
r→R−0

R

β∫
α

v(reiϕ) dϕ, если 0 < α < β < π, ν1({α}) = ν1({β}) = 0 ,

ν([a, b]) = lim
y→+0

b∫
a

v(x+ iy) dx, если [a, b] ∈ (−R,R), ν({a}) = ν({b}) = 0 ,

dν1(ϕ) = Rv(Reiϕ) dϕ+ dσ1(ϕ), dν(t) = v(t) dt+ dσ(t) ,

где почти всюду

v(Reiϕ) = lim
r→R−0

v(reiϕ), v(t) = lim
y→+0

v(t+ iy) ,

а σ1, σ, — меры, сингулярные относительно меры Лебега (невозрастающие огра-
ниченные функции на (0, π), на (−R,R), для которых почти всюду σ′1 = 0, σ′ = 0).

Если, кроме этого, функция v является субгармонической и имеет положи-
тельную гармоническую мажоранту в более широком полукруге C+(0, R1), R < R1,
то

v(z) = −
∫∫

C+(0,R)

G(z, ζ) dµ(ζ)+

+
1

2π

π∫
0

∂G(z, Reiϕ)

∂nζ
v(Reiϕ) dϕ+

1

2π

R∫
−R

∂G(z, t)

∂nt
dν(t) .

Теорема 2 доказана в диссертации А. Ф. Гришина [3, теорема 37]. В других ис-
точниках (например, в [4, теорема 1, теорема 2]) она приводится без доказательства.
Доказательство легко провести, используя рассуждения при доказательстве теоре-
мы 7 в [11]. В несколько другой формулировке теорема 2 доказана в работе [5].

Мера ν̂ = ν1 + ν называется граничной мерой функции v.
Обозначим через SK(R) пространство субгармонических функций в полукруге

C+(0, R), имеющих в этом полукруге положительную гармоническую мажоранту.
Для функции v ∈ SK(R) определим полную меру λ как

λ(K) = 2π

∫
C+(0,R)∩K

Im ζ dµ(ζ)− ν̂(K) .
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Сформулируем и докажем обобщённую формулу Карлемана для субгармониче-
ских функций в полукруге.

Теорема 3. Пусть v ∈ SK(R). Тогда справедлива формула

1

Rm+1

π∫
0

sin(mθ) dν1(θ) =
1

Rm
0

π∫
0

sin(mθ)v(R0e
iθ) dθ−

− a1

π∫
0

M(R0e
iθ, R) sin(mθ) dθ − a2

π∫
0

M(R0e
iθ,−R) sin(mθ) dθ+

+
1

2m

(
1

R2m
0

− 1

R2m

)
λm(R0 − 0) +

1

2m

R∫
R0

(
1

τ 2m
− 1

R2m

)
dλm(τ) . (18)

Доказательство. В представлении (17) выберем такую точку z = R0e
iθ, что

v(z) > −∞ (как отмечалось выше, такую точку всегда можно выбрать на любой
полуокружности {z = reiθ|0 < θ < π, 0 < r < R}). Запишем представление (17) суб-
гармонической функции v(z) в полукруге C+(0, R). Используя формулы (9)–(13),
получим

v(R0e
iθ) = a1M(R0e

iθ, R) + a2M(R0e
iθ,−R)+

+
1

π

∞∑
m=1

Rm
0 sinmθ

m

−( 1

R2m
0

− 1

R2m

)
λm(R0 − 0)−

R∫
R0

(
1

τ 2m
− 1

R2m

)
dλm(τ)

+

+
2

π

∞∑
m=1

(
Rm

0

Rm+1

)
sinmθ

π∫
0

sinmϕdν1(ϕ) .

Используя ортогональность тригонометрических мономов, после умножения
обеих частей на sinmθ и интегрирования получим формулу (18).

Следствие 2. Пусть v ∈ SK(R′), R < R′. Тогда справедлива формула

1

Rm

π∫
0

sin(mθ)v(Reiθ) dθ =
1

Rm
0

π∫
0

sin(mθ)v(R0e
iθ) dθ+

+
1

2m

(
1

R2m
0

− 1

R2m

)
λm(R0 − 0) +

1

2m

R∫
R0

(
1

τ 2m
− 1

R2m

)
dλm(τ) . (19)

Доказательство. Утверждение прямо следует из (18). В этом случае

lim
r→R−0

R

β∫
α

v(reiθ) dθ = R

β∫
α

v(Reiθ) dθ

и, следовательно, dν1(θ) = Rv(Reiθ) dθ.
Кроме того, выполняются равенства aj = 0, j = 1, 2.

Заметим, что формула (19) — это формула Ито (полученная для субгармониче-
ских функций во всей полуплоскости) в исполнении А. Ф. Гришина.
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Заключение
В проблеме представления субгармонических функций в различных областях

комплексной плоскости остаётся много открытых вопросов. На наш взгляд, одна
из основных проблем, являющихся камнем преткновения, есть вычисление функ-
ции Грина данной области, особенно для многосвязных областей. В этих случаях
эффективным инструментом решения проблемы является теория тонкой топологии
и пространств Мартина [13], в частности, теорема Рисса — Мартина о представле-
нии.

Формула (16) отличается от формулы (19) и, на первый взгляд, выглядит более
«громоздко». Однако в ней нет слагаемого

1

2m

(
1

R2m
0

− 1

R2m

)
λm(R0 − 0) ,

которое может иметь большой рост относительно R0 и создавать проблемы при ис-
следованиях. Дело в том, что формулы типа Карлемана связывают коэффициенты
Фурье

cm(r, v) =
2

π

π∫
0

sin(mθ)v(reiθ) dθ

субгармонической в полуплоскости функции v с её полной мерой λ [14] и являются
полезным инструментом в теории роста субгармонических функций.

Интересно также получить аналогичные формулы для субгармонических функ-
ций в кольце {z : R0 < |z| < R}.
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A generalization of the Carleman formula for the subharmonic function in an open semiring
and in an open semidisc is obtained. The generalized formula takes into account both the
distribution of the Riesz measure of the function and its boundary measure. The proof
uses the theory of thin topology and Martin spaces.
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Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 1956, vol. 9, no. 35, pp. 115–126.
4. Ito J.-I. Subharmonic functions in half-plane. Transactions of the American

Mathematical Society, 1967, vol. 129, no. 3, pp. 479–499.
5. GovorovN.V. Riemann’s Boundary Problem with Infinite Index. Basel, Boston, Berlin,
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