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Понятие уточнённого порядка широко используется в теориях целых, мероморфных,
субгармонических и плюрисубгармонических функций. В статье приводится общая
трактовка этого понятия как уточнённой функции роста относительно модельной
функции роста. Классический уточнённый порядок, уточнённый порядок в смысле
Валирона, является частным случаем рассматриваемого понятия. Основной резуль-
тат данной работы — нижняя оценка расстояния между точками, в которых дости-
гается максимум модуля целой функции, и множеством нулей этой функции, полу-
ченная с помощью понятия уточнённого порядка относительно модельной функции.

Kлючевые слова: модельная функция, функция роста, уточнённый порядок, выпуклая
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Введение
В теории целых и субгармонических функций одной из важнейших проблем

является проблема связи между ростом целой (субгармонической) функции и рас-
пределением нулей целой (риссовской меры субгармонической) функции. В данной
работе исследуется связь расстояния между множеством нулей целой функции и
точками, в которых достигается максимум модуля. Первые результаты в этом на-
правлении были получены А. Макентайром в работе [1]. Дальнейшее развитие этих
идей представлено в работах [2–6], в которых И. В. Островский и А. Юрейн полу-
чили более точные оценки для исследуемых расстояний. Также можно отметить в
этом направлении работы С. И. Фединика и П. В. Филевича (см., например, [7]).

В настоящей работе это расстояние оценивается на основе уточнённого поряд-
ка относительно модельной функции, который был введён Б. Н. Хабибуллиным
в работе [8] и в дальнейшем использовался авторами работ [9; 10] для уточнения
классических результатов и приложений в теории роста целых и субгармонических
функций.

Будем использовать следующие определения и терминологию. Через
K,M, . . . , ε, δ, . . . мы будем обозначать положительные константы. Через
N := {1, 2, . . . } обозначаем множество натуральных чисел, C — комплексная
плоскость, R — множество действительных чисел и R+ := {x ∈ R : x > 0} —
положительная полуось. Одноточечные множества записываем без фигурных
скобок, если это не вызывает разночтений. Открытый круг радиуса r с центром
в точке a будем обозначать через C(a, r), в частности, C(r) = C(0, r). Через
B(a, r) = C(a, r) обозначим замкнутый круг, в частности, B(r) = B(0, r). Также
стандартно обозначим S(a, r) = B(a, r) \C(a, r) — окружность радиуса r с центром
в точке a.
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Равенства (неравенства), которые выполняются для всех достаточно больших
значений переменной r > 0, будем называть традиционно асимптотическими ра-
венствами (неравенствами).

Определение 1. Функция M на открытом луче R+, строго положительная и
выпуклая относительно логарифма, для которой M ′(r) > 0 при всех r ∈ R+ и
lim

r→+∞
M(r) = +∞, называется модельной функцией роста.

Будем считать, что M(0) = 0 для модельной функции и f(0) = 1 для целых
функций, поскольку нас будет интересовать поведение этих функций при доста-
точно больших r > 0. Это ограничение не уменьшает общности наших дальнейших
рассуждений и носит технический характер, упрощая в некоторых случаях дока-
зательства.

Известно (см., например, [11]), что для любого r > 0 существуют точки на
окружности S(0, r), в которых максимум модуля M(r, f) достигается. Обозначим
такие точки {w(r)} и будем называть их точками максимума модуля функции.
Существование таких точек эквивалентно тому, что |f(w)| =M(|w(r)|, f). В даль-
нейшем будем отождествлять w и w(r).

Определение 2. Абсолютно непрерывная функция ρM называется уточнённым
порядком относительно модельной функции роста M(r), если существуют пределы

lim
r→+∞

ρM(r) = % ∈ R, lim
r→+∞

M(r)

M ′(r)
ρ′M(r) lnM(r) = 0 . (1)

Здесь под ρ′M(r) мы понимаем наибольшее производное число. Далее, поскольку
модельная функция ростаM фиксированная, индексM в обозначении уточнённого
порядка мы будем опускать.

ФункциюMρ(r)(r) мы будем обозначать через V (r). Всюду далее будем считать,
что 0 < % <∞.

Определение 3. Для любой целой функции f(z) конечного порядка % величина

σ = σf = lim
r→+∞

lnM(r, f)

V (r)

называется типом функции f(z) относительно уточнённого порядка ρM(r).

1. Вспомогательные результаты

Лемма 1. Обозначим L(r) = M(r)ρ(r)−%. Тогда справедливо равенство

lim
r→∞

(
L(r + b)

L(r)

) M(r)

bM′(r)

= 1.

Доказательство. Рассмотрим выражение

ln
L(r + b)

L(r)
= ln(M(r + b)ρ(r+b)−%)− ln(M(r)ρ(r)−%) =

= (ρ(r + b)− %) lnM(r + b)− (ρ(r)− %) lnM(r) =

= (ρ(r + b) lnM(r + b)− ρ(r) lnM(r))− %(lnM(r + b)− lnM(r)).

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.



О некоторых метрических характеристиках целых функций... 679

Введём обозначение ϕ(t) = ρ(t) lnM(t). Тогда получим

ln
L(r + b)

L(r)
=
b(ϕ(r + b)− ϕ(r))

b
− % ln

(M(r + b)−M(r)) +M(r)

M(r)
=

= bϕ′(r)−% ln

(
1 +

(M(r + b)−M(r))

M(r)

)
= bϕ′(r)− %bM

′(r)

M(r)
ln

(
1 +

bM ′(r)

M(r)

) M(r)

bM′(r)

=

= b

(
ρ′(r) lnM(r) + ρ(r)

M ′(r)

M(r)

)
− %bM ′(r)

M(r)
ln

(
1 +

bM ′(r)

M(r)

) M(r)

bM′(r)

=

= b
M ′(r)

M(r)

(
ρ′(r)

M(r)

M ′(r)
lnM(r) + ρ(r)− % ln

(
1 +

bM ′(r)

M(r)

) M(r)

bM′(r)
)
.

Учитывая (1), получаем, что

lim
r→∞

(
ln
L(r + b)

L(r)

)M′(r)
bM(r)

= 0,

а отсюда и утверждение леммы.

Предложение 1. Для функции роста V (r) относительно модельной функции
M(r) справедливо следующее равенство:

r∫
r0

M(u)ρ(u)M ′(u) du =
1

%+ 1
M(r)ρ(r)+1 + o(M(r)ρ(r)+1), r → +∞ . (2)

Доказательство. Действительно, интегрируя по частям, получаем

r∫
r0

M(u)ρ(u)M ′(u) du =
1

%+ 1

r∫
r0

M(u)ρ(u)−% dM(u)%+1 =
1

%+ 1
M(u)ρ(u)+1

∣∣∣∣r
r0

+

+O(1)− 1

%+ 1

r∫
r0

[
ρ(u) +

M(u)

M ′(u)
ρ′(u) lnM(u)

]
M(u)ρ(u)M ′(u) du .

Из определения уточнённого порядка следует, что для любого ε > 0 асимптоти-
чески

|ρ(r)− %| < ε

2
,

∣∣∣∣M(u)

M ′(u)
ρ′(u) lnM(u)

∣∣∣∣ < ε

2
.

Воспользовавшись этим, мы получим, что

(1 + o(1))

r∫
r0

M(u)ρ(u)M ′(u) du =
1

%+ 1
M(r)ρ(r)+1 +O(1), r → +∞.

Отсюда следует равенство (2).

В дальнейших рассуждениях будем использовать обозначение ψ(t) = 1
(lnM(t))′

.

Лемма 2. Пусть ρM(r) — уточнённый порядок относительно модельной функ-
ции. Тогда будет справедливо следующее асимптотическое равенство при 0 < ρ <
∞ : ψ(r)V ′(r) = (%+ o(1))V (r).

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Доказательство. Непосредственными вычислениями получаем

V ′(r) = Mρ(r)−1(r)ρ(r)M ′(r) +Mρ(r)(r) lnM(r)ρ′(r) =

= V (r)
M ′(r)

M(r)

(
ρ(r) + ρ′(r) lnM(r)

M(r)

M ′(r)

)
.

Отсюда получаем
V ′(r)

(lnM(r))′
= (%+ o(1))V (r). (3)

Лемма доказана.

Введём в рассмотрение функцию

ξ(t) = t exp

(
ψ(t)V (t)

V ′(t)

)
. (4)

Тогда в силу равенства (3) получаем

ln
ξ(r)

r
=

1

%
+ o(1).

Теорема 1. Пусть M(r) — мультипликативная модельная функция. Если от-
резок [a, b] таков, что b > a > 0, то равномерно относительно M(t) ∈ [a, b]
выполняется соотношение

lim
r→+∞

V (tr)

V (r)
= M%(t) .

Доказательство. Для начала рассмотрим

V (tr)

V (r)
= M(t)ρ(tr)M(r)ρ(tr)−ρ(r) .

Пусть, ε(r) = sup
u>r

∣∣∣∣ lnM(u)

M ′(u)
ρ′(u) lnM(u)

∣∣∣∣ . Легко видеть, что lim
r→+∞

ε(r) = 0 . Ис-
пользуя это, получим

|ρ(tr)− ρ(r)| =

∣∣∣∣∣∣
tr∫
r

ρ′(u) du

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
tr∫
r

ρ′(u)M(u) lnM(u)

M ′(u)

M ′(u)

M(u) lnM(u)
du

∣∣∣∣∣∣ 6
6 max {ε(r); ε(tr)}

∣∣∣∣∣∣
tr∫
r

M ′(u)

M(u) lnM(u)
du

∣∣∣∣∣∣ = max {ε(r); ε(tr)} ln

(
1 +

lnM(t)

ln(M(r)

)
.

Отсюда следует, что

0 6

∣∣∣∣ lim
r→+∞

ln
(M(r))ρ(tr)

V (r)

∣∣∣∣ 6 lim
r→+∞

lnM(r)|ρ(tr)− ρ(r)| 6

6 lim
r→+∞

(
max {ε(r); ε((tr)} lnM(r) ln

(
1 +

lnM(t)

lnM(r)

))
6 lim

r→+∞
max {ε(r); ε(tr)} = 0 .

Таким образом, существует предел

lim
r→+∞

M(r)ρ(tr)

V (r)
= 1 .

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Тогда

lim
r→+∞

M(tr)ρ(tr)

V (r)
= lim

r→+∞
M(t)ρ(tr) lim

r→+∞
M(r)ρ(tr)−ρ(r) = M%(t) . (5)

Замечание 1. Более общее утверждение относительно модельной функции бы-
ло доказано в работе [10], однако для целей работы более удобно рассматривать
мультипликативную модельную функцию.

Теорема 2. При r → ∞ и 0 < a 6 t 6 b < ∞ равномерно относительно t
выполняется асимптотическое неравенство

(1− ε)M%(t)V (r) < M(tr)ρ(tr) < (1 + ε)M%(t)V (r) .

Заметим, что при M(t) > 1 имеет место асимптотическое неравенство

M(tr)ρ(tr) < M(t)%+εV (r) .

Лемма 3. Для функции ξ(r), определённой равенством (4), будет справедливо
равенство

lim
r→∞

V (ξ(r))

V (r)
= M%(e

1
% ).

Доказательство. Действительно, из (1) непосредственно получаем

lim
r→∞

V (ξ(r))

V (r)
= lim

r→∞

V
(
r exp

(
ψ(r)V (r)
V ′(r)

))
V (r)

= M%(e
1
% ).

Лемма доказана.

Рассмотрим функцию вида

K(M(r), f) =
d

d lnM(r)
lnM(M(r), f) =

M(r)

M ′(r)

d

dr
lnM(M(r), f).

Функция K(M(r), f) является неотрицательной и неубывающей.
Легко видеть, что из леммы 3 следует неравенство

lim
r→+∞

V (ξ(r))

ψ(r)V ′(r) ln ξ(r)
r

6M%(e
1
% ). (6)

Лемма 4. Пусть целая функция f(z) имеет конечный отличный от нуля порядок
относительно уточнённого порядка ρM и тип, не превосходящий σ. Тогда будет
верно неравенство

lim
r→+∞

K(r, f)

ψ(r)V ′(r)
6 σ ·M%(e

1
% ).

Доказательство. Для любых R > r получаем

lnM(M(R), f) =

R∫
0

d

dt
lnM(M(t), f)dt =

R∫
0

d

d lnM(t)
lnM(M(t), f)d lnM(t) >

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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>

R∫
r

d lnM(M(t), f)

d lnM(t)
d lnM(t) > K(M(r), f)

R∫
r

d lnM(t) = K(M(r), f) · ln M(R)

M(r)
.

Таким образом, для b = M(r), B = M(R) при R > r получаем оценку

lnM(B, f) > K(b, f) · ln B
b
.

Кроме того, получим

K(b, f)

ψ(b)V ′(b)
6

lnM(B, f)

V (B)
· V (B)

ψ(b)V ′(b) ln B
b

.

Следовательно, при стремлении r к бесконечности, используя (6), полагая в нём
B = ξ(b), получаем требуемое неравенство.

2. Основной результат
Обозначим через Zf множество нулей функции f(z): Zf = {z ∈ C| f(z) = 0}.

Под dist(a,G) будем понимать расстояние между точкой a и множеством G:

dist(a,G) = inf
z∈G
|a− z|.

Определение 4. Пусть M(r) — модельная функция роста и

lim
r→∞

ln lnM(r, f)

lnM(r)
= % ∈ R+ .

Функция ρ(r) = ρM(r) называется собственным уточнённым порядком целой
функции f(z), если lim

r→∞
ρ(r) = %.

Теорема 3. Пусть ρM(r) — собственный уточнённый порядок целой функции f(z)
и σ = σf — тип функции f(z) относительно модельной функции ρM(r). Тогда

lim
|w|→∞

dist(w,Zf )
ψ(|w|)V ′(|w|)

|w|
>

exp(−M%(1))

σ ·M%(e
1
% )

,

где w — точка максимума модуля, V (r) = M(r)ρ(r) — функция роста относитель-
но мультипликативной модельной функции M(r) и ψ(r) = 1

(lnM(r))′
.

Доказательство. В доказательстве теоремы мы будем использовать идеи
A. Macintyre из работы [1], которые также использовались авторами работ [2–6].

Пусть, как и выше, w — точка максимума модуля функции f(z). Определим
функции Φw(z) и Q(h,w) равенствами

Φw(z) =
f(w + z)

f(w)
, Q(h,w) = max

|z|6h
|Φw(z)|.

Поскольку для функции f(z) верно неравенство |f(w + z)| 6 M(|w| + |z|, f), то
получаем оценку

Q(h,w) 6
M(|w|+ h, f)

M(|w|, f)
.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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После логарифмирования этого неравенства получаем

lnQ(h,w) 6 lnM(|w|+ h, f)− lnM(|w|, f) =

M−1(|w|+h)∫
M−1(|w|)

d lnM(M(t), f) =

=

M−1(|w|+h)∫
M−1(|w|)

d

d lnM(t)
lnM(M(t), f)d lnM(t) =

=

M−1(|w|+h)∫
M−1(|w|)

K(M(t), f)d lnM(t) 6 K(|w|+ h, f)

M−1(|w|+h)∫
M−1(|w|)

d lnM(t) =

= K(|w|+ h, f) ln

(
1 +

h

|w|

)
6 K(|w|+ h, f)

h

|w|
.

Зафиксируем произвольное ε > 0. Из последнего неравенства и леммы 4 следует,
что при |w| > rε справедливо асимптотическое неравенство

lnQ(h,w) 6 (σ ·M%(e
1
% ) + ε)ψ(|w|+ h)V ′(|w|+ h)

h

|w|
. (7)

Теперь с помощью функции Q(h,w) оценим требуемое расстояние. Для этого
будем использовать функцию

ηw(z) =
Q(h,w)(Φw − 1)

Q2(h,w)− Φw(z)
.

Эта функция была введена в работе [1], и рассуждения с её применением, с неко-
торыми изменениями, аналогичны доказательствам работ [2–6]. Для полноты из-
ложения приведём доказательство.

Функция ηw(z) удовлетворяет условиям ηw(0) = 0 и |ηw(z)| 6 1 при значениях
|z| 6 h. Применив к этой функции лемму Шварца, получаем |ηw(z)| 6 |z|

h
для

|z| 6 h. Тогда

Q(h,w)|Φw(z)− 1| 6 |z|
h
· |Q2(h,w)− Φw(z)| 6 |z|

h
(|Q2(h,w)− 1|+ |1− Φw(z)|).

Из последнего соотношения следует неравенство

|Φw(z)− 1| 6 |z|
h
· |Q

2(h,w)− 1|
|Q(h,w)− |z|

h
|
6

|z|
h(Q(h,w) + 1)

< 1.

Так как правая часть последнего неравенства меньше единицы, то |z| < h
Q(h,w)

.
Отсюда следует, что Φw(z) 6= 0 и, более того, f(w+z) 6= 0 для значений |z| < h

Q(h,w)
.

Таким образом, получаем

dist(w,Zf ) >
h

Q(h,w)
. (8)

Из (7) и (8) получаем следующую оценку для любого ε > 0:

dist(w,Zf ) > h exp (−σ ·M%(e
1
% ) + ε)ψ(|w|+ h)V ′(|w|+ h)

h

|w|
при |w| > rε. (9)
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Положим
h =

|w|
σ ·M%(e

1
% )ψ(|w|)V ′(|w|)

. (10)

Из (9) получим при |w| > rε

dist(w,Zf )
ψ(|w|)V ′(|w|)

|w|
>

>
1

σ ·M%(e
1
% )

exp

(
−

(
1 +

ε

σ ·M%(e
1
% )

)
ψ(|w|+ h)V ′(|w|+ h)

ψ(|w|)V ′(|w|)

)
.

Применяя лемму 2, получаем

dist(w,Zf )
ψ(|w|)V ′(|w|)

|w|
>

1

σ ·M%(e
1
% )

exp

(
−

(
1 +

ε

σ ·M%(e
1
% )

)
V (|w|+ h)

V (|w|)

)
.

Оценим сомножитель
V (|w|+ h)

V (|w|)
в показателе экспоненты. По лемме 1, учитывая

(10), получим

V (|w|+ h)

V (|w|)
=

V

(
|w|+ |w|

σ·M%(e
1
% )ψ(|w|)V ′(|w|)

)
V (|w|)

6Mρ

(
1 +

1

σ ·M%(e
1
% )ψ(|w|)V ′(|w|)

)
.

Таким образом, при стремлении |w| к бесконечности получим асимптотическое
неравенство

lim
|w|→∞

dist(w,Zf )
ψ(|w|)V ′(|w|)

|w|
>

1

σ ·M%(e
1
% )

exp

(
−

(
1 +

ε

σ ·M%(e
1
% )

)
·M%(1)

)
,

откуда и следует утверждение теоремы.

Автор выражает глубокую благодарность профессору К. Г. Малютину за по-
лезные обсуждения, которые позволили улучшить данную работу.
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4. Ostrovskii I. V., ÜreyenA.E. Maximum modulus points and zero sets of entire
functions of regular growth // C. R. Math. Acad. Sci. Paris. 2005. Vol. 341, no. 8. P. 381–
384.
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WITH THE MODEL FUNCTION OF GROWTH
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The concept of proximate order is widely used in the theories of integer, meromorphic,
subharmonic, and plurisubharmonic functions. In this paper, we provide a general
interpretation of this concept as a proximate order relative to the model growth function.
The classical proximate order in the sense of Valiron is the particular case of proximate
order relative to the model growth function. The main result of this work is a lower
estimate of the distance between the points at which the maximum modulus of the entire
function and the set of zeros of this function is reached, using the concept of a proximate
order relative to the model function.

Keywords: model function, growth function, proximate order, convex function, entire function.
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