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Построен эффективный алгоритм явного метода решения одной модельной крае-
вой задачи типа задачи Карлемана для обобщённых метааналитических функций в
произвольных односвязных областях. Основная суть полученного алгоритма состоит
в том, что явное решение исследуемой задачи можно получить, решая последова-
тельно две классические задачи типа Карлемана в классах аналитических функций
комплексного переменного.
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Введение
Предположим, что L — произвольная простая замкнутая кривая Ляпунова на

плоскости комплексного переменного z = x+ iy, а T+ — конечная область, ограни-
ченная L, причём точка z = 0 принадлежит T+.

Напомним [1–3], что функция F (z) = U(x, y) + iV (x, y) называется обобщён-
ной метааналитической функцией в области T+, если она является регулярным
решением дифференциального уравнения

∂2F (z)

∂z̄2
+ q1(z)

∂2F (z)

∂z̄2
+ q0(z)F (z) = 0, (1)

где ∂
∂z̄

= 1
2

(
∂
∂x

+ i ∂
∂y

)
дифференциальный оператор Коши — Римана, а q0(z), q1(z) —

заданные аналитические в области T+ функции.
Всевозможные регулярные решения дифференциального уравнения (1) в обла-

сти T+ представляются в виде (см. [1–3])

F (z) =
[
ϕ+

0 (z) + z̄ϕ+
1 (z)

]
eλ0(z)z̄, если λ0(z) = λ1(z), (2)

или
F (z) = ϕ+

0 (z)eλ0(z)z̄ + ϕ+
1 (z)eλ1(z)z̄, если λ0(z) 6= λ1(z), (3)

причём ϕ+
0 (z), ϕ+

1 (z) являются аналитическими в T+ функциями, называемыми
аналитическими компонентами обобщённой метааналитической функции F (z), а
λ0(z) и λ1(z) — корни уравнения λ2 + q1(z)λ+ q0(z) = 0.

В дальнейшем обобщёнными метааналитическими функциями первого типа
назовём функции, задаваемые формулой (2), а обобщёнными метааналитическими
функциями второго типа — функции, задаваемые формулой (3).
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Далее через M2(T+)∩H(L) будем обозначать класс функций F (z) вида (2) или
(3), у которых аналитические компоненты ϕ+

0 (z) и ϕ+
1 (z), а также функции λ0(z) и

λ1(z) непрерывно (в смысле Гёльдера) продолжаются на контур L.
Сформулируем постановку задачи, которая является объектом исследования

настоящей работы: требуется найти все обобщённые метааналитические в обла-
сти T+ функции F (z) класса M2(T+) ∩H(L), удовлетворяющие на L условиям:

F+ [α(t)] = G0(t)F+(t) + g0(t), (4)

∂F+ [α(t)]

∂t̄
− λ(t)F+ [α(t)] = G1(t)

(
∂F+(t)

∂t̄
− λ(t)F+(t)

)
+ g1(t), (5)

где

F+(t) = lim
z→t∈L

F (z),
∂F+(t)

∂t̄
= lim

z→t∈L

∂F+(z)

∂z̄
;

α(t) — прямой сдвиг контура L, для которого выполняется условие Карлемана

α [α(t)] = t, (6)

λ(t) — граничное значение некоторого корня характеристического уравнения λ2 +
+q1(z)λ+ q0(z) = 0, а Gk(t) и gk(t) (k = 0, 1) — заданные на L функции, удовлетво-
ряющие условию Гёльдера (т. е. Gk(t), gk(t) ∈ H(L)), причём Gk(t) 6= 0 (k = 0, 1),
α′(t) 6= 0 и α′(t) ∈ H(L).

Ради краткости сформулированную краевую задачу будем называть задачей
GKM . Частный случай, когда q0(z) = const, q1(z) = const, краевой задачи GKM

впервые был сформулирован и исследован в работе [4].
Главной целью настоящей статьи является разработка эффективного алгоритма

явного метода решения задачи GKM . При этом ради краткости изложения здесь
мы ограничиваемся разработкой подробного алгоритма решения задачи GKM для
функций, задаваемых формулой (3), т. е. в классе обобщённых метааналитических
функций второго типа.

Алгоритм решения задачи GKM в классе обобщённых
метааналитических функций второго типа

Пусть в соотношении (5) λ(t) = λ0(t). Тогда, учитывая формулу (3) и условие
λ0(t) 6= λ1(t), краевые условия (4) и (5) можно записать, соответственно, следую-
щим образом:

ϕ+
0 [α(t)] = G10(t)ϕ+

0 (t) +Q0(t), (7)

ϕ+
1 [α(t)] = G11(t)ϕ+

1 (t) +Q1(t), (8)

где приняты обозначения

G10(t) = G0(t)eλ0(t)t−λ0[α(t)]α(t), G11(t) = G1(t)
λ1(t)− λ0(t)

λ1 [α(t)]− λ0 [α(t)]
eλ1(t)t−λ1[α(t)]α(t),

Q0(t) = g0(t)e−λ0[α(t)]α(t)−ϕ+
1 [α(t)] eλ1[α(t)]−λ0[α(t)]α(t) +G0(t)ϕ+

1 (t)eλ1(t)t−λ0[α(t)]α(t), (9)

Q1(t) =
g1(t)e−λ1[α(t)]α(t)

λ1 [α(t)]− λ0 [α(t)]
.
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Заметим, что равенство (8) является краевым условием классической зада-
чи типа Карлемана относительно аналитической функции ϕ+

1 (z) (см., например,
[5, с. 172]). Поэтому с учётом (6), краевое условие (8) можно привести к виду[

1−G11 [α(t)]G11(t)
]
ϕ+

1 (t) = G11 [α(t)]Q1(t) +Q1 [α(t)] , t ∈ L. (10)

Ясно, что в силу соотношения (10) для решения задачи типа Карлемана (8) (а зна-
чит, и для решения задачи GKM) целесообразно отдельно рассматривать следую-
щие 4 возможных случая:

1−G11 [α(t)]G11(t) ≡ 0, G11 [α(t)]Q1(t) +Q1 [α(t)] 6= 0, t ∈ L; (11)

1−G11 [α(t)]G11(t) 6= 0, t ∈ L; (12)

1−G11 [α(t)]G11(t) ≡ 0, G11 [α(t)]Q1(t) +Q1 [α(t)] ≡ 0, t ∈ L; (13)

1−G11 [α(t)]G11(t) = 0 в отдельных точках контура L. (14)

Предположим, что выполняются условия (11). Из соотношения (10) следует, что
если выполняются условия (11), то задача типа Карлемана (8) не имеет решений
(неразрешима), а значит, в этом случае не будет иметь решений и исходная задача
GKM , т. е. справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Если выполняются условия (11), то задача GKM в классе обобщённых
метааналитических функций второго типа неразрешима.

Пусть теперь выполняется условие (12). Тогда, как видно из (10), решение за-
дачи типа Карлемана (8) сводится к решению следующей задачи об аналитическом
продолжении функции ϕ+

1 (z):

ϕ+
1 (t) =

G11 [α(t)]Q1(t) +Q1 [α(t)][
1−G11 [α(t)]G11(t)

] , t ∈ L. (15)

Хорошо известно (см., например, [6, с. 420]), что для разрешимости задачи об
аналитическом продолжении (15) необходимо и достаточно выполнение следующих
условий: ∫

L

G11 [α(t)]Q1(t) +Q1 [α(t)][
1−G11 [α(t)]G11(t)

] tkdt = 0, k = 0, 1, 2, . . . (16)

При выполнении условий (16) единственное решение задачи об аналитическом про-
должении (15) можно задать в виде

ϕ1(z) =
1

2πi

∫
L

G11 [α(t)]Q1(t) +Q1 [α(t)][
1−G11 [α(t)]G11(t)

] dt

t− z
. (17)

Далее, подставляя граничные значения найденной по формуле (17) аналити-
ческой функции ϕ+

1 (z) в правую часть равенства (9), сначала находим значения
функции Q0(t), а затем решаем классическую задачу типа Карлемана (7) относи-
тельно аналитической функции ϕ+

0 (z), например методом, изложенным в моногра-
фии [5, с. 186–188].

Таким образом, при выполнении условия (12) получаем следующий результат.
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Теорема 2. Если выполняется условие (12), то решение задачи GKM в клас-
се обобщённых метааналитических функций второго типа сводится к последо-
вательному решению задачи об аналитическом продолжении (15) относительно
функции ϕ+

1 (z) и классической задачи типа Карлемана (7) относительно функции
ϕ+

0 (z).

Далее подробно остановимся на построении алгоритма решения задачи GKM

в случае, когда выполняются условия (13). Пусть при этом χ1 = IndG11(t) — ин-
декс задачи типа Карлемана (8). Тогда хорошо известен следующий результат (см.,
например, [5, с. 186]):

если χ1 > 0, то задача типа Карлемана (8) безусловно разрешима и её общее
решение задаётся формулой

ϕ+
1 (z) = zm1X+

11(z)

[
χ1∑
j=1

βj1Wj1(z) +
1

2πi

ψ1 [α(τ)]

τ − z
dτ

]
, (18)

где m1 = χ1/2, а ψ1(t) — решение интегрального уравнения Фредгольма

(Kψ1)(t) ≡ ψ1(t) +
1

2πi

∫
L

[
α′(τ)

α(τ)− α(t)
− (τ ′)2

τ̄ − t̄
ψ1(τ)

]
dτ =

Q1(t)

[α(t)]mX+
0 [α(t)]

;

если χ1 < 0 , то для разрешимости задачи типа Карлемана (8) необходимо и доста-
точно выполнение следующих −χ1 − 1 условий разрешимости:

Im
1

2πi

∫
L

ψ1 [α(τ)]

τ
dτ = 0, Re

1

2πi

∫
L

ψ1 [α(τ)]

τ j+1
dτ = 0, (19)

Im
1

2πi

∫
L

ψ1 [α(τ)]

τ j+1
dτ = 0, j = 1, 2, . . . ,−χ1

2
− 1. (20)

Если условия, заданные формулами (19), (20), выполняются, то решение задачи
типа Карлемана (8) определяется формулой

ϕ+
1 (z) = zm1X+

11(z)

[
1

2πi

∫
L

ψ1 [α(τ)]

τ − z
dτ + c0

]
, (21)

где c0 — определённая действительная постоянная.
Пусть задача типа Карлемана (8) является разрешимой и аналитическая функ-

ция ϕ+
1 (z) найдена по формуле (18) или (21). Тогда, подставляя в выражение функ-

ции Q0(t), задаваемой по формуле (9), вместо ϕ+
1 (t) граничные значения найденной

аналитической функции ϕ+
1 (z), а затем решая задачу типа Карлемана (7) относи-

тельно аналитической в области T+ функции ϕ+
0 (z), получим решение исходной

краевой задачи GKM по формуле (3), где ϕ+
0 (z), ϕ+

1 (z) — решения классических
краевых задач типа Карлемана (7) и (8) соответственно.

Приведённые выше рассуждения позволяют сформулировать следующий
алгоритм решения задачи GKM для функций, задаваемых формулой (3) в слу-
чае выполнения условий (13).

1-й шаг. С учётом представления (3) переписываем краевые условия (4) и (5) в
виде (7) и (8) соответственно.

2-й шаг. Решаем краевую задачу типа Карлемана (8) относительно аналити-
ческой в области T+ функции ϕ+

1 (z). В случае разрешимости задачи (8) находим

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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значения аналитической функции ϕ+
1 (z) по формуле (18) или (21), а затем пере-

ходим к шагу 3. Если же задача типа Карлемана (8) неразрешима, то и исходная
задача GKM неразрешима, и на этом завершается алгоритм.

3-й шаг. Подставляем в выражение функции Q0(t), задаваемой формулой (9),
граничные значения аналитической функции ϕ+

1 (z), являющейся решением краевой
задачи (8), а затем решаем обычную задачу типа Карлемана (7). Если данная за-
дача (7) является разрешимой, то она позволяет отыскать значения аналитической
функции ϕ+

0 (z) и перейти к шагу 4. Если же задача (7) является неразрешимой, то
и исходная краевая задача GKM также неразрешима. И, соответственно, алгоритм
завершается.

4 шаг. Подставляя в правую часть формулы (3) вместо ϕ+
1 (z) и ϕ+

0 (z) решения
задач типа Карлемана (8) и (7) соответственно, получаем общее решение исходной
краевой задачи GKM . На этом заканчивается алгоритм.

Ясно, что установленный выше алгоритм решения краевой задачи GKM в крат-
кой форме можно выразить в виде следующего утверждения.

Теорема 3. Если выполняются условия (13), то решение задачи GKM в классе
обобщённых метааналитических функций второго типа сводится к последова-
тельному решению двух классических краевых задач типа задачи Карлемана (8)
и (7) относительно аналитических функций ϕ+

1 (z) и ϕ+
0 (z) соответственно. При

этом задача GKM разрешима тогда и только тогда, когда одновременно разреши-
мы обе краевые задачи типа Карлемана (8) и (7).

В заключение отметим, что, поскольку до сих пор задача типа Карлемана (8)
для аналитических функций не исследована при выполнении условий (14), остаётся
неисследованной и задача GKM при выполнении указанных условий.

Нетрудно проверить, что построенный выше алгоритм явного метода решения
рассматриваемой задачи GKM в классе обобщённых метааналитических функций
второго типа вполне применим и для построения аналогичного алгоритма для реше-
ния задачи GKM в классе обобщённых метааналитических функций первого типа.
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The paper is devoted to the construction of an efficient algorithm for an explicit method for
solving a model boundary value problem of the Carleman type for generalized metaanalytic
functions in arbitrary simply connected domains. The main essence of the algorithm
obtained in the article is that an explicit solution of the problem can be obtained by
successively solving two classical Carleman-type boundary value problems in classes of
analytic functions of a complex variable.

Keywords: generalized metaanalytic function, Carleman type boundary value problem, explicit
solution algorithm.
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