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Впервые рассматривается дробно дифференциальный полиномиальный оператор,
обобщающий многочлен с целочисленным дифференцированием Эйлера. Исследу-
ется его обратимость в пространствах функций, ограниченных со степенным весом
на отрезке. Устанавливается существование ограниченного обратного к рассматри-
ваемому оператору в этих пространствах. Результаты применяются к доказатель-
ству корректной разрешимости задачи без начальных условий для неоднородного
обобщённого уравнения Эйлера с дробным дифференцированием Маршо. Получены
интегральное представление и оценка решения через правую часть.

Kлючевые слова: дифференциальное уравнение Эйлера, сильно непрерывная полугруппа,
дробная степень оператора, корректная задача, ортогональные многочлены.

1. Введение
В [1] для дифференциального уравнения

Pn(Dν
x)u =

n∑
m=0

am(0Dν
x)
mu(x) = f(x), x ∈ (0,∞), (1)

где 0Dν
x — дробная производная Капуто порядка ν ∈ (0, 1), f(x) — кусочно-

непрерывная функция, модуль которой растёт не быстрее экспоненты на [0,∞),
рассматривается однородная задача Коши с условиями

u(0) = u(1)(0) = . . . = u(n−1)(0) = 0

и показывается, что задача имеет единственное решение и оно представимо в виде

u(x) =

∫ x

0

q(x− ξ)f(ξ)dξ =

∫ x

0

q(ξ)f(x− ξ)dξ,

где q(x) — дробная функция Грина, найденная из характеристического полинома
Pn(p) =

∑n
m=0 amp

m с помощью обратного преобразования Лапласа. Заметим, что
при этом не обсуждается устойчивость к погрешности решения u(x) в зависимости
от погрешности задания f(x), что необходимо при численной реализации задачи
для обоснования корректной разрешимости по Адамару.

В [2] для исследования задач без начальных условий рассматриваются уравне-
ния на (−∞,∞) вида

Pn(a, ν)u(x) =
n∑

m=0

am
dνm

dxνm
u(x) = f(x), x ∈ (−∞,∞), (2)
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где a = (a1, . . . , an), am > 0, ν = (ν1, . . . , νn), νm ∈ (0, 1), dνm

dxνm
— производная Маршо.

Для этой задачи в [2] показано, что если f принадлежит пространству Cµ[−∞,∞]
с нормой

‖f‖µ = sup
x∈(−∞,∞)

e−µx|f(x)|, µ > 0,

то уравнение (2) имеет единственное решение u ∈ Cµ[−∞,∞] и оно имеет вид

u = −
∫ ∞

0

n∏
m=1

U(s, Am)U(s, A)fds = −
∫ ∞

0

n∏
m=1

∫ ∞
0

hαm,ams(ξm)f(t− ξ)dξds,

где hαm,ams(ξm) — функция Иосиды. При этом для решения справедлива оценка

‖u‖µ 6
‖f‖µ

n∑
m=0

amµνm
.

1.1. Постановка задачи и формулировка результата

С целью продолжения исследования задач без начальных условий для уравне-
ний с дробными производными с применением операторных методов функциональ-
ного анализа в настоящей заметке изучается корректная разрешимость по Адамару
задачи без начальных условий для дробно-полиномиального уравнения Эйлера

Lnu(x) =
n∑

m=0

am(Dν)mu(x) = f(x), x ∈ [0, 1], (3)

где Dν — дробная степень порядка ν ∈ (0, 1) оператора D, заданного выражением
x d
dx

и областью определения D(D) = {u ∈ Cµ[0, 1] : xdu
dx
∈ Cµ[0, 1]}, где Cµ[0, 1] —

банахово пространство равномерно непрерывных и ограниченных на [0, 1] функций
с нормой

‖u‖µ = sup
x∈[0,1]

|u(x)|
xµ

, µ > 0.

Как известно, корректная разрешимость по Адамару эквивалентна существованию
ограниченного обратного оператора L−1

n в Cµ[0, 1].
В данной работе доказано, что справедлива следующая теорема корректности.

Теорема 1. Пусть f ∈ Cµ[0, 1] и корни {pk}nk=1 характеристического полинома
Ln(p) = Σn

m=0amp
m удовлетворяют условию

pk < µν , k = 1, 2, . . . , n. (4)

Тогда уравнение (3) имеет единственное решение u ∈ Cµ, и для него справедлива
оценка

‖u‖µ 6M
n∑
k=1

‖f‖µ
(µν − pk)|P ′n(pk)|

. (5)

2. Предварительные сведения
2.1. C0-полугруппы операторов

При исследовании корректной разрешимости задач для уравнений в банаховых
пространствах важную роль играют методы теории сильно непрерывных полугрупп
линейных ограниченных преобразований.
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Напомним, что семейство {U(t) : t > 0} линейных ограниченных преобразова-
ний в банаховом пространстве E называется C0-полугруппой операторов, действу-
ющей в E, если оно удовлетворяет условиям

1) U(0)ϕ = ϕ, ϕ ∈ E;
2) U(t+ s)ϕ = U(t)U(s)ϕ = U(s)U(t)ϕ, ϕ ∈ E, s, t > 0;
3) lim

t→0+
‖U(t)ϕ− ϕ‖ = 0, ϕ ∈ E.

Для C0-полугруппы операторов существуют такие M > 0 и w ∈ R, что

‖U(t)ϕ‖ 6Mewt‖ϕ‖.

Если {U(t) : t > 0} — C0-полугруппа операторов, то существует оператор

lim
t→0

1

t
[U(t)ϕ− ϕ] := Aϕ,

определённый на векторах ϕ ∈ E, при которых указанный предел существует. Этот
оператор A называется генератором полугруппы U(t). Как известно, область опре-
деления D(A) генератора A C0-полугруппы операторов плотна в E.

Известно также [3], что если оператор −A является генератором C0-полугруппы
операторов U(t,−A) с оценкой

‖U(t,−A)ϕ‖ 6 me−wt‖ϕ‖, w > 0, t > 0,

то для A определены дробные степени, определяемые формулой Балакришнана

Aαϕ =
1

Γ(−α)

∫ ∞
0

t−1−α[U(t,−A)− I]ϕdt, α ∈ (0, 1).

Связь дробной степени оператора A, заданного выражением A = d
dx
, x ∈

(−∞,∞), с дробными производными Маршо обсуждается в [2].

2.2. Ортогональные многочлены

Важным классом многочленов, имеющих простую кратность, являются ортого-
нальные многочлены, определённые на интервале (a, b), конечном или бесконечном,
согласно следующему правилу. Пусть

{Pk(x)}, x ∈ R, k = 0, 1, . . . , (6)

есть последовательность многочленов одинаковой степени. Если для некоторого
h(x) > 0, такого, что

∫ b
a
h(x)dx <∞, для любых n,m = 0, 1, . . .

∫ b

a

h(x)Pn(x)Pm(x) dx =

{
0, m 6= n,

1, m = n,

то многочлены (6) называются ортогональными. При этом интервал (a, b) называ-
ется интервалом ортогональности.

Фундаментальным свойством ортогональных многочленов является тот факт,
что все нули ортогональных многочленов Pn(x) действительны, различны и распо-
ложены в интервале (a, b).
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2.3. Оператор Эйлера и его дробные степени в C[0, 1]

Пусть E = C[0, 1] — банахово пространство непрерывных на отрезке [0, 1] функ-
ций ϕ(x) с нормой ‖ϕ‖ = maxx∈[0,1] |ϕ(x)|, и действие операторов U(t)ϕ(x) задано
равенством

U(t)ϕ(x) = ϕ[xe−t], t > 0. (7)

Нетрудно видеть, что при ϕ ∈ C[0, 1] выполняются следующие соотношения:

‖U(t)ϕ‖ 6 ‖ϕ‖, U(0)ϕ = ϕ, (8)

U(t)U(s)ϕ(x) = U(t)ϕ(xe−s) = ϕ(xe−(s+t)) = U(t+ s)ϕ(x).

Если ϕ(x) = xn, n = 0, 1, . . . , то справедливо равенство U(t)(xn) = (xe−t)n =
xne−nt, поэтому

lim
t→0+

U(t)(xn) = xn. (9)

Так как функции xn, n = 0, 1, . . . , образуют плотное в C[0, 1] множество, то из (8)
и (9) по теореме Банаха — Штейнгауза [3] следует сходимость

lim
t→0+

‖U(t)ϕ− ϕ‖ = 0, ϕ ∈ C[0, 1].

Таким образом, определяемое формулой (7) семейство операторов U(t) является
(C0)-полугруппой линейных операторов в C[0, 1] с генератором

d

dt
(U(t)ϕ(x))

∣∣∣∣
t=0

= −xdϕ
dx

= −Aϕ.

Следовательно, для оператора Aϕ = xdϕ
dx

определены дробные степени Aαϕ, α ∈
(0, 1).

Замечание 1. Замена xe−t = τ и равенство x−µU(t)ϕ(x) = e−µtτ−µϕ(τ) дают
оценку ‖U(t)ϕ‖µ 6 e−µt‖ϕ‖µ, где ‖ϕ‖µ = ‖x−µϕ‖C[0,1].

3. Доказательство теоремы корректности
Из предыдущего следует, что в силу теоремы Балакришнана [3, с. 358] опреде-

лена дробная степень (x d
dx

)ν = Lν , ν ∈ (0, 1)

Lνϕ =
1

Γ(−ν)

∫ ∞
0

U(t,−L)ϕ− ϕ
t1+ϕ

dt.

При этом оператор −Lν является производящим оператором C0-полугруппы

U(s,−Lν)ϕ =

∫ ∞
0

hs,ν(ξ)U(ξ,−L)ϕdξ, (10)

где hs,ν(ξ) — функция Иосиды, обладающая свойствами

hs,ν(ξ) > 0,

∫ ∞
0

hs,ν(ξ)e
−aξdξ = e−a

νs.

Пользуясь неравенством

x−µ|U(s,−Lν)f(x)| = x−µ|f(xe−s)| = (τes)−µ|f(τ)| 6 e−µs‖f‖µ,
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получаем оценку ‖U(s,−L)f‖µ 6 e−µs‖f‖µ Отсюда и из (10) для f ∈ Cµ[0, 1] полу-
чаем

‖U(s,−Lν)f‖µ 6
∫ ∞

0

hs,ν(ξ)‖U(ξ,−L)f‖µdξ 6

6
∫ ∞

0

hs,ν(ξ)e
−µξdξ‖f‖µ = e−µ

νs‖f‖µ.
(11)

Теперь для доказательства теоремы можно воспользоваться теоремой Масло-
ва — Хевисайда [4] для операторного уравнения

Pn(A)u =
n∑

m=0

amA
mu = f, (12)

где am ∈ C, (−A) — генератор сильно непрерывной полугруппы U(t,−A), действу-
ющей в банаховом пространстве E с оценкой ‖U(t,−A)‖ 6 Me−wt, w > 0, t > 0.
Тогда для любого f ∈ E уравнение (12) имеет единственное решение, принадле-
жащее D(An), если корни скалярного многочлена Pn(λ) удовлетворяют условию
Reλj < w. Это решение имеет вид

u =

∫ ∞
0

q(t)U(t,−A)fdt, (13)

где функция q(t) является решением задачи Коши

n∑
m=0

amq
(m)(t) = δ(t), (14)

q(0) = . . . = q(n−1)(0) = 0, (15)

δ(t) — дельта-функция Дирака.
Применение преобразования Лапласа к уравнению (14) с учётом условий (15)

даёт представление функции q(t) в образах Лапласа:

L

(
n∑

m=0

amq
(m)(t)

)
(p) =

∫ ∞
0

e−pt
n∑

m=0

amq
(m)(t)dt =

n∑
m=0

amp
mq̃(p) = Pn(p)q̃(p) = 1.

Отсюда q̃(p) = 1/Pn(p) и применение обратного преобразования Лапласа в соответ-
ствии c [5, с. 47] даёт решение задачи (14), (15)

q(t) =
1

2πi

w+i∞∫
w−i∞

eptdp

Pn(p)
=

m∑
k=1

1

(nk − 1)!
lim
p→pk

dnk−1

dpnk−1

(p− pk)nkept

Pn(pk)
, (16)

где pk — корни многочлена Pn(p) кратностей nk, k = 1, 2, . . . ,m 6 n.
В частности, если все корни многочлена Pn(p) простые, т. е. nk = 1, k =

1, 2, . . . ,m = n, то формула (16) имеет вид

q(t) =
n∑
k=1

epkt

P ′n(pk)
, P ′n(pk) =

Pn(p)

p− pk

∣∣∣∣
p=pk

.
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Применяя формулу (13) к уравнению (3), где A = Lν , E = Cµ, а Pn(p) — ор-
тогональный полином, корни которого pk все действительные и различные, для
решения уравнения (3) получаем представление

u =
n∑
k=1

∫ ∞
0

epktU(t,−Lν)f
P ′n(pk)

dt, (17)

отсюда, в силу (11), следует оценка

‖u‖µ 6
n∑
k=1

∫ ∞
0

epkt‖U(t,−Lν)‖µ‖f‖µ
|P ′n(pk)|

dt 6M

n∑
k=1

∫ ∞
0

epkte−µ
νt

|P ′n(pk)|
dt‖f‖µ =

= M
n∑
k=1

‖f‖µ
(µν − pk)|P ′n(pk)|

. (18)

Тем самым получены неравенство (5) и доказательство теоремы корректности.
Полученный результат показывает, что задача без начальных условий для урав-

нения (1) корректно поставлена. При этом оценка корректности (18) и решение (17)
позволяют численно реализовать решение для широкого класса уравнений, вклю-
чающих классические ортогональные многочлены.

Особый интерес представляет случай многочленов Чебышёва первого рода
Tn(x), представление которых в виде

Tn(x) = cosn arccosx, x ∈ [−1, 1], n = 0, 1, . . . ,

позволяет получить явный вид их корней

xnk = cos
(2k − 1)π

2n
, k = 1, 2, . . . , n. (19)

Подставив (19) в (17), в силу равенств [6, с. 40]

T́n(xnk) =
(−1)k−1n

sin (2k−1)π
2n

получаем решение уравнения (1) с характерическим многочленом Чебышёва пер-
вого рода

u(x) =
1

n

n∑
k=1

(−1)k−1 sin
(2k − 1)π

2n

∫ ∞
0

epktU(t,−Lν)dtf(x).

Отсюда следует оценка корректности в предположении (4)

‖u‖µ 6
1

n

n∑
k=1

∫ ∞
0

epkt‖U(t,−Lν)f‖dt 6 M

n

n∑
k=1

∫ ∞
0

e−(µν−pk)tdt‖f‖µ =

=
M

n

n∑
k=1

‖f‖µ
µν − cos (2k−1)π

2n

.

В случае µ = 1 эта оценка имеет вид

‖u‖µ 6
M

2n

n∑
k=1

‖f‖µ
sin2 (2k−1)π

4n

.
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