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Найдены все неэквивалентные представления алгебры sl2(R) в пространстве вектор-
ных полей VectR2. Для каждого из найденных представлений описаны все обыкно-
венные дифференциальные уравнения, допускающие данные представления, в тер-
минах базиса дифференциальных инвариантов и операторов инвариантного диффе-
ренцирования. Также найдены операторы Казимира соответствующей универсаль-
ной обёртывающей алгебры, проинтегрированы уравнения, порождённые операто-
ром Казимира, и доказана алгебраическая независимость операторов инвариантного
дифференцирования и оператора Казимира.
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Введение
Свойства симметрии, групповые свойства позволяют строить широкие классы

точных решений для уравнений с частными производными [1–9]. Для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (ОДУ) группа симметрии и соответствующая
ей алгебра Ли зачастую определяют алгебраические и геометрические конструк-
ции, связанные с данным уравнением. Возможно, исключительными с этой точки
зрения представляются две простые алгебры Ли минимальной размерности: алгеб-
ры so3(R) и sl2(R). Относительно первой имеется обширная литература по пред-
ставлениям группы вращений и сферическим функциям. Геометрические аспекты
второй также обширны. Данная работа представляет собой собрание некоторых
фактов, связывающих алгебру sl2(R) и обыкновенные дифференциальные уравне-
ния, свойства их интегрируемости и геометрические структуры. Принципиальным
моментом в приложении алгебры sl2(R) к дифференциальным уравнениям являет-
ся то, что разные её представления реализуют различные уравнения и связанные
с ними дифференциальные инварианты.

Начнем с классического результата С.Ли, изложенного, например, в [10]. Гово-
рят, что система обыкновенных дифференциальных уравнений

dxi

dt
= F i(t, x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n, (1)

обладает фундаментальной системой решений, если общее решение этой системы
выражается через конечное число m частных решений формулами, содержащими
n произвольных констант. Имеет место следующая теорема.

Работа выполнена при финансовой поддержке программ фундаментальных научных иссле-
дований СО РАН № III.22.4.1 и СО РАН № I.1.5 (проект FWNF-2022-0009).
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Теорема (С. Ли). Система (1) обладает фундаментальной системой решений,
если правые части представимы в специальном виде F i = T1(t)ξi1(x)+. . .+Tr(t)ξ

i
r(x)

так, что операторы Xα = ξiα(x)∂xi , α = 1, 2, . . . , r, образуют r-мерную алгебру Ли.

Алгебра sl2(R), представленная операторами

X1 = ∂y, X2 = y∂y, X3 = y2∂y, (2)

даёт пример этой теоремы в виде уравнения Риккати

dy

dx
= P (x) +Q(x)y +R(x)y2.

С.Ли доказал, что всякая трёхпараметрическая группа преобразований на прямой
совпадает (с точностью до замены переменных) с группой проективных преобразо-
ваний, порождённой трёхмерной алгеброй Ли с базисом (2).

Обыкновенные дифференциальные уравнения старшего порядка порождаются,
как правило, дифференциальными инвариантами групп симметрии и соответствую-
щих алгебр. Например, в [11] приведена таблица 7 неподобных трёхмерных алгебр
Ли и инвариантных уравнений. В частности, под номером 12 находится алгебра
sl2(R), представленная операторами (2), и соответствующее уравнение

y′′′ =
3

2

y′′2

y′
+ f(x)y′.

С этим уравнением связан оператор инвариантного дифференцирования для этого
представления, которое содержит в чистом виде производную Шварца

{y} ≡ y′′′

y′
− 3

2

y′′2

y′2
= f(x).

Расширения групп (и алгебр) Ли связаны с геометрическими конструкциями
коциклов [12], а для алгебры sl2(R) — с наличием производной Шварца.

Производная Шварца была открыта Лагранжем. Шварциан встречался так-
же в работе Куммера, датированной 1836 годом; название ему дал Кэли. В наши
дни шварциан встречается преимущественно в работах, посвящённых классическо-
му комплексному анализу и одномерной динамике. В современной математической
физике производная Шварца связана в основном с конформной теорией поля.

Производная Шварца является простейшим проективным дифференциальным
инвариантом, а именно, инвариантом диффеоморфизма проективной прямой отно-
сительно естественного действия SL2(R) на RP1.

Отметим, что если с производной Шварца связать форму

S(f) =

(
f ′′′

f ′
− 3

2

f ′′2

f ′2

)
(dx)2,

где f : RP1 → RP1 — некоторый диффеоморфизм, то
1) для проективного преобразования g выполнено S(g) = 0 и S(g ◦ f) = S(f),
2) для произвольных диффеоморфизмов g, f имеем S(g ◦ f) = S(g) ◦ f + S(f),

где ϕ ◦ f = (f ′(x))2a(f(x))(dx)2, ϕ = a(x)(dx)2 в аффинной системе координат
x ∈ R

⋃
{∞} = RP1.

Свойство 2) означает, что S является коциклом.
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Группа SL(2,R), соответствующая алгебре sl2(R), обладает многими замеча-
тельными свойствами, ей посвящена монография [13].

Во-первых, это некомпактная простая группа Ли минимальной размерности,
то есть простейший представитель большого семейства, включающего линейные,
ортогональные, унитарные и симплектические группы над полями вещественных и
комплексных чисел и телом кватернионов.

Во-вторых, группа SL(2,R) имеет несколько геометрических реализаций.
А именно: она является группой движений плоскости Лобачевского, группой сим-
метрии теории относительности в трёхмерном пространстве-времени (так называе-
мая «укороченная группа Лоренца»), группой автоморфизмов любой односвязной
области на комплексной плоскости, в частности единичного круга и верхней полу-
плоскости, группой конформных (дробно-линейных) преобразований в одномерном
вещественном пространстве.

Также в [13, с. 277] приведено представление алгебры sl2(R) следующего вида:

e12 7→ L1 = ∂x, e21 7→ L2 = (y2 − x2)∂x − 2xy∂y, a 7→ L3 = 2x∂x + 2y∂y.

При этом оператор Лапласа L = −y2(∂2
x + ∂2

y) = L2
3 − 1

2
(L2L3 + L3L2) является

SL(2,R)-инвариантом. Это означает, что если

σ =

(
α β
γ δ

)
∈ SL(2,R), σz =

αz + β

γz + δ

и τσ — оператор сдвига, τσf(z) = f(σz), то τσ◦L = L◦τσ. В этом примере реализуется
другое представление и свойство инвариантности выступает в виде, восходящем к
Трессе, теории дифференциальных инвариантов и операторов инвариантного диф-
ференцирования. Основы данной теории изложены в [3, гл.VII]. Приведём основные
результаты этой теории.

Оператор δ называется оператором инвариантного дифференцирования группы
Gr, если для любого дифференциального инварианта F группы Gr выражение δF
также является дифференциальным инвариантом этой группы.

Совокупность всех скалярных дифференциальных инвариантов группы Gr на-
зывается полем инвариантов группы Gr.

Множество операторов инвариантного дифференцирования группыGr является
алгеброй Ли над полем инвариантов этой группы.

Для любой группы Gr преобразований пространства Rn(x)×Rm(y) существует
n операторов инвариантного дифференцирования, линейно независимых над полем
инвариантов этой группы.

Для любой группы Gr существует конечный базис дифференциальных инва-
риантов, т. е. такой конечный набор скалярных дифференциальных инвариантов,
что любой дифференциальный инвариант этой группы получается из инвариантов
базиса с помощью конечного числа функциональных операций и операций инвари-
антного дифференцирования.

Определяющим свойством операторов инвариантного дифференцирования
группы непрерывных преобразований является их коммутирование со всеми пре-
образованиями группы. Вместе с тем в абстрактной алгебре имеется конструкция
центра универсальной обёртывающей алгебры, которая обладает подобными свой-
ствами.

Так, хорошо известно [14, с. 140], что элемент a2 + 2(e12e21 + e21e12) является
порождающим центра (оператор Казимира) универсальной обёртывающей алгебры
U(sl2(R)).

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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В монографии [15, с. 315] сформулировано утверждение, что алгебра sl2(R) изо-
морфна алгебре A, порождённой элементами p2, q2, pq + qp, где элементы p, q —
порождающие алгебры Вейля A1(R) = 〈p, q‖pq − qp = 1〉. Причём изоморфизм за-
даётся отображением(

a b
c −a

)
↔ 1

2
(a(pq + qp) + bq2 − cp2).

Изоморфизм основан на том, что в алгебре A1(R) выполнены соотношения

[p2, q2] = 2(pq + qp), [pq, p2] = −2p2, [pq, q2] = 2q2.

В монографии [16] приведена классификация простых модулей для алгебры
sl2(R). В [15, с. 306] приводится классификация конечномерных представлений над
полем комплексных чисел трёхмерных простых алгебр Ли: sl2(R) и so3(R).

Приведённые примеры, несомненно, являются фрагментами некоторой общей
теории представлений группы SL(2,R) и соответствующей алгебры. В данной ра-
боте описаны конструкции, связанные с применением алгебры sl2(R) к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям и дифференциальным инвариантам. Эти
конструкции подчёркивают важность выбора представления алгебры для иллю-
страции тех или иных свойств.

В §1 данной работы найдены все неэквивалентные представления алгебры sl2(R)
в пространстве векторных полей VectR2. В §2 для каждого из найденных пред-
ставлений описаны все обыкновенные дифференциальные уравнения, допускаю-
щие данные представления, в терминах базиса дифференциальных инвариантов и
операторов инвариантного дифференцирования. В §3 для представлений из §1 най-
дены операторы Казимира соответствующей универсальной обёртывающей алгеб-
ры, проинтегрированы уравнения, порождённые оператором Казимира, и доказана
алгебраическая независимость операторов инвариантного дифференцирования и
оператора Казимира. Все рассматриваемые функции предполагаются достаточно
гладкими, и вычисления проводятся в предположении общего положения.

1. Представления алгебры sl2(R) в пространство векторных
полей VectR2

Алгебра sl2(R) порождается матрицами

e12 =

(
0 1
0 0

)
, e21 =

(
0 0
1 0

)
, a =

(
1 0
0 −1

)
и имеет следующую таблицу коммутаторов:

e12 e21 a
e12 0 a −2e12

e21 −a 0 2e21

a 2e12 −2e21 0

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Все представления алгебры sl2(R) в пространство векторных полей
VectR2 эквивалентны одному из следующих:

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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1) a = ∂x, e12 = ε
2
e2x∂x, e21 = − ε

2
e−2x∂x, где ε = ±1;

2) a = ∂x, e12 = e2x∂y, e21 = e−2x (y∂x + (y2 + A)∂y) , где A = 0,±1.

Доказательство. Рассмотрим случай представления алгебры sl2(R) в простран-
ство векторных полей VectR1. Можно считать, что a = ∂x. Пусть e12 = α∂x,
e21 = β∂x, где α, β — некоторые функции переменной x. В силу коммутаторных
соотношений получаем

[e12, e21] = (αβ′ − α′β)∂x = ∂x, [e12, a] = −α′∂x = −2α∂x, [e21, a] = −β′∂x = 2β∂x.

Следовательно, α = α0e
2x, β = β0e

−2x, 4α0β0 = −1, где α0, β0 — константы. Полагая,
α0 = p

2
, β0 = − 1

2p
, p 6= 0, получим

a = ∂x, e12 =
p

2
e2x∂x, e21 = − 1

2p
e−2x∂x.

Замена переменных x = y − y0 приводит операторы к виду

a = ∂y, e12 =
p

2
e2ye−2y0∂y, e21 = − 1

2p
e−2ye2y0∂y.

Положим pe−2y0 = ε = ±1. Тогда операторы a, e12, e21, после замены переменной y
на x, примут вид

a = ∂x, e12 =
ε

2
e2x∂x, e21 = −ε

2
e−2x∂x.

Рассмотрим случай представления алгебры sl2(R) в пространство векторных
полей VectR2, не сводящиеся к представлению в VectR1. Можно считать, что a =
∂x. Пусть

e12 = α∂x + β∂y, e21 = γ∂x + δ∂y,

где α, β, γ, δ — некоторые функции переменных x, y. Также считаем, что β 6= 0 или
δ 6= 0. В силу коммутаторных соотношений [a, e12] = 2e12, [a, e21] = −2e21 получаем

e12 = e2x(α1∂x + β1∂y), e21 = e−2x(γ1∂x + δ1∂y),

где α1, β1, γ1, δ1 — некоторые функции переменной y.
Пусть β1 6= 0. Выпрямим оператор α1∂x + β1∂y. Из уравнения характеристик

dx

α1

=
dy

β1

находим инвариант p = x −
∫

α1

β1
dy. В переменных p, y операторы a, α1∂x + β1∂y

примут вид ∂p, β1∂y соответственно. Так как x = p+
∫

α1

β1
dy, то

e12 = e
2p+

∫ α1
β1
dy
β1∂y = e2pβ2∂y,

где β2 6= 0 — функция переменной y.
Введём переменную z = z(y): β2z

′(y) = 1. Тогда в переменных p, z:

a = ∂p, e12 = e2p∂z, e21 = e−2p(γ2∂p + δ2∂z),

где γ2, δ2 — некоторые функции переменной z. Итак, можно считать, что

a = ∂x, e12 = e2x∂y, e21 = e−2x(γ1∂x + δ1∂y),
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где γ1, δ1 — некоторые функции переменной y.
Из коммутаторного соотношения [e12, e21] = a получаем

γ′1∂x + (δ′1 − 2γ1)∂y = ∂x.

Следовательно, γ′1 = 1, δ′1 − 2γ1 = 0. Отсюда γ1 = y + γ2, δ1 = y2 + 2γ2y + δ2, где γ2,
δ2 — некоторые константы. Замена переменных y + γ2 7→ y приводит операторы к
виду

a = ∂x, e12 = e2x∂y, e21 = e−2x(y∂x + (y2 + A)∂y),

где A — некоторая константа. Кроме того, показано, что если β 6= 0, то и δ 6= 0.
Далее заметим, что замена переменных

p = x+ p0, q = ye2p0 , q0 = const

не меняет вид операторов a, e12, а оператор e21 преобразует к виду

e21 = e−2p(q∂p + (q2 + Ae4p0)∂q).

Действительно, a(p) = 1, a(q) = 0, e12(p) = 0, e12(q) = e2xe2p0 = e2p, e21(p) = e−2xy =
e−2pq, e21(q) = e−2x(y2 + A)e2p0 = e−2p(q2 + Ae4p0). Если A 6= 0, то выбираем p0 так,
чтобы Ae4p0 = ±1.

Замечание 1. Все представления для алгебры sl2(R) в пространство векторных
полей VectR2, полученные в теореме 1, не являются сильно эквивалентными [17].
Действительно, представления 1) и 2) не являются сильно эквивалентными, так
как они имеют разный ранг — представление 1) имеет ранг r = 1, а представление
2) имеет ранг r = 2.

Далее, пусть представления

a = ∂x, e12 =
1

2
e2x∂x, e21 = −1

2
e−2x∂x,

и
a = ∂x, e12 = −1

2
e2x∂x, e21 =

1

2
e−2x∂x,

сильно эквивалентны. Тогда существует замена переменных p = p(x, y), q = q(x, y),
такая, что операторы

a = ∂x, e12 =
1

2
e2x∂x, e21 = −1

2
e−2x∂x,

в переменных p, q имеют вид

a = ∂p, e12 = −1

2
e2p∂p, e21 =

1

2
e−2p∂p.

Но тогда a(p) = px = 1, e12(p) = 1
2
e2xpx = −1

2
e2p — противоречивая система ра-

венств, так как рассматриваются замены переменных над полем вещественных чи-
сел.

Рассмотрим представление 2). Пусть замена переменных p = p(x, y), q = q(x, y)
сохраняет вид операторов a, e12, т. е. a(p) = 1, a(q) = 0, e12(p) = 0, e12(q) = e2p.
Тогда p = x + p0, q = ye2p0 + q0, где p0, q0 — некоторые константы. Следовательно,
e21(p) = e−2xy = e−2p(q − q0). Так как e21(p) = e−2pq, то q0 = 0. Далее

e21(q) = e−2x(y2 + A)e2p0 = e−2p(q2 + Ae4p0).

Так как A = 0,±1, то p0 = 0. Итак, три представления 2) не являются сильно
эквивалентными.
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2. Обыкновенные дифференциальные уравнения,
связанные с найденными представлениями алгебры sl2(R)

Получим классификацию обыкновенных дифференциальных уравнений для
каждого из найденных представлений алгебры sl2(R) в терминах базиса диффе-
ренциальных инвариантов и операторов инвариантного дифференцирования.

Теорема 2. 1. Базис дифференциальных инвариантов для представления

a = ∂x, e12 =
ε

2
e2x∂x, e21 = −ε

2
e−2x∂x,

где ε = ±1 составляют

y, I =
y′′′

(y′)3
+

2

(y′)2
− 3

2

(y′′)2

(y′)4
.

Оператор инвариантного дифференцирования имеет вид

δ =
1

y′
D,

где D — оператор полной производной по переменной x и все ОДУ порядка n + 3,
n = 0, 1, 2, . . ., допускающие данное представление алгебры sl2(R), имеют вид

Φ(y, I, δI, . . . , δnI) = 0

для некоторой функции Φ.
2. Базис дифференциальных инвариантов для представления

a = ∂x, e12 = e2x∂y, e21 = e−2x
(
y∂x + (y2 + A)∂y

)
,

где A = 0,±1, составляет

J = t(s2 + 4A)−3/2 + 6

∫
(s2 + 4A)−3/2ds+ 24

∫
(s2 + 4A)−5/2ds

где s = y′ − 2y, t = y′′ − 4y. Оператор инвариантного дифференцирования имеет
вид

δ = (s2 + 4A)−1/2D,

где D — оператор полной производной по переменной x и все ОДУ порядка n + 2,
n = 0, 1, 2, . . ., допускающие данное представление алгебры sl2(R), имеют вид

Φ(J, δJ, . . . , δnJ) = 0

для некоторой функции Φ.

Доказательство. Пусть V = ξ∂x + η∂y, где ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), — некоторый
линейный дифференциальный оператор. Тогда его продолжения на пространство
R(x, y, y′, y′′, . . . , y(n), . . .) находятся по следующим реккурентным формулам:

V1 = V + η1∂y′ , где η1 = D(η)− y′D(ξ),

V2 = V1 + η2∂y′′ , где η2 = D(η1)− y′′D(ξ),

V3 = V2 + η3∂y′′′ , где η3 = D(η2)− y′′′D(ξ),
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и т. д. Если построено n-е продолжение Vn, то (n+1)-е продолжение Vn+1 находится
по формуле Vn+1 = Vn + ηn+1∂y(n+1) , где ηn+1 = D(ηn)− y(n+1)D(ξ).

Все продолжения оператора a совпадают с ним самим.
Докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 1. Если оператор V имеет вид V = epx∂x, p ∈ R, то его n-е продолжение
находится по формуле Vn = Vn−1 + ηn∂y(n), где ηn = −epx((p+D)n −Dn)y′.

Доказательство. База индукции n = 1. Имеем

η1 = D(η)− y′D(ξ) = D(0)− y′D(epx) = −epx((p+D)−D)y′.

Шаг индукции n⇒ n+ 1:

ηn+1 = D(ηn)− y(n+1)D(ξ) = D (−epx((p+D)n −Dn)y′)− y(n+1)D(epx) =

= −pepx((p+D)n −Dn)y′ − epx((p+D)nD −Dn+1)y′ − pepxDny′ =

= −epx
(
p(p+D)n + (p+D)nD −Dn+1

)
y′ = −epx

(
(p+D)n+1 −Dn+1

)
y′.

Для того, чтобы найти базис дифференциальных инвариантов, в соответствии с
общей теорией [3] надо операторы a, e12, e21 продолжить k раз, где число k опреде-
ляется условием: k — наименьшее, такое, что ранг rk k раз продолженных операто-
ров равен 3. Тогда базис дифференциальных инвариантов составляют инварианты
(k + 1)-го продолжения.

Рассмотрим операторы

a = ∂x, e12 =
ε

2
e2x∂x, e21 = −ε

2
e−2x∂x,

где ε = ±1. Вычисления показывают, что k = 2, т. е. надо взять 3-е продолжение
операторов, которое выглядит следующим образом (знак ε не влияет на вычисление
продолжения операторов и нахождение инвариантов, поэтому он не присутствует
в таблице):

ξ η η1 η2 η3

∂x 1 0 0 0 0
e2x∂x e2x 0 −2e2xy′ −e2x(4y′ + 4y′′) −e2x(8y′ + 12y′′ + 6y′′′)
e−2x∂x e−2x 0 2e−2xy′ −e−2x(4y′ − 4y′′) e−2x(8y′ − 12y′′ + 6y′′′)

Ясно, что r1 = 2, r2 = 3 = r3.
Так как присутствует оператор ∂x, то инварианты не зависят от переменной

x. Поэтому инварианты надо искать в пространстве R(y, y′, y′′, y′′′). Переменная y
является инвариантом. Для нахождения ещё одного инварианта рассмотрим опе-
раторы

b1 = y′∂y′ + 2(y′ + y′′)∂y′′ + (4y′ + 6y′′ + 3y′′′)∂y′′′ ,

b2 = y′∂y′ + 2(−y′ + y′′)∂y′′ + (4y′ − 6y′′ + 3y′′′)∂y′′′ ,

которые получены из продолженных операторов e2x∂x, e−2x∂x очевидным образом.
Далее возьмём их линейные комбинации

w1 =
1

2
(b1 + b2) = y′∂y′ + 2y′′∂y′′ + (4y′ + 3y′′′)∂y′′′ , w2 =

1

4
(b1 − b2) = y′∂y′′ + 3y′′∂y′′′ .
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Инвариантами оператора w1 являются выражения

p =
y′′

(y′)2
, q =

y′′′ + 2y′

(y′)3
.

В переменных y′, p, q операторы w1, w2 принимают вид

w1 = y′∂y′ , w2 =
1

y′
(∂p + 3p∂q).

Следовательно, выражение I = q − 3
2
p2 является искомым дифференциальным ин-

вариантом. Подставляя выражения для p, q, получаем

I =
y′′′

(y′)3
+

2

(y′)2
− 3

2

(y′′)2

(y′)4
.

Остаётся найти операторы инвариантного дифференцирования. Для этого, в
соответствии с общей теорией [3], надо рассмотреть второе продолжение операторов
a, e12, e21. Обозначим эти продолжения соответственно:

w1 = ∂x, w2 = e2x∂x − 2e2xy′∂y′ − 4e2x(y′ + y′′)∂y′ ,

w3 = e−2x∂x + 2e−2xy′∂y′ − 4e−2x(y′ − y′′)∂y′

и найдём функцию λ = λ(x, y, y′, y′′), такую, что

w1(λ) = λD(1), w2(λ) = λD(e2x), w3(λ) = λD(e−2x).

Тогда оператор инвариантного дифференцирования можно взять в виде δ = λD.
Вычисления показывают, что λ = ϕ(y)

y′
, где ϕ(y) — произвольная ненулевая функ-

ция. Полагая ϕ(y) = 1, получим оператор инвариантного дифференцирования

δ =
1

y′
D.

Рассмотрим операторы a = ∂x, e12 = e2x∂y, e21 = e−2x (y∂x + (y2 + A)∂y) , где A =
0,±1. Вычисления показывают k = 1, т. е. надо взять 2-е продолжение операторов:

ξ η
∂x 1 0
e2x∂y 0 e2x

e−2x (y∂x + (y2 + A)∂y) e−2xy e−2x(y2 + A)

η1 η2

0 0
2e2x 4e2x

2e−2x(−2y2 − 2A+ 4yy′ − y′2) e−2x(4y2 + 4A− 12yy′ + 6y′2 + 6yy′′ − 3y′y′′)

Ясно, что r1 = 3 = r2.
Так как присутствует оператор ∂x, то инварианты не зависят от переменной x.

Поэтому инварианты надо искать в пространстве R(y, y′, y′′). Рассмотрим операто-
ры b1 = ∂y + 2∂y′ + 4∂y′′ ,

b2 = (y2 +A)∂y+(−2y2−2A+4yy′−y′2)∂y′+(4y2 +4A−12yy′+6y′
2
+6yy′′−3y′y′′)∂y′′ ,
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которые получены из продолженных операторов e2x∂y, e−2x (y∂x + (y2 + A)∂y) оче-
видным образом. Далее возьмём их линейные комбинации

b1 = ∂y + 2∂y′ + 4∂y′′ ,

w2 = (−4y2 − 4A+ 4yy′ − y′2)∂y′ + (−12yy′ + 6y′
2

+ 6yy′′ − 3y′y′′)∂y′′ .

Инвариантами оператора b1 являются выражения

s = y′ − 2y, t = y′′ − 4y.

В переменных y, s, t операторы b1, w2 принимают вид

b1 = ∂y, w2 = −(s2 + 4A)∂s + (6s2 − 3st)∂t.

Вычисления показывают, что инвариант имеет вид

J = t(s2 + 4A)−3/2 + 6

∫
(s2 + 4A)−3/2ds+ 24

∫
(s2 + 4A)−5/2ds.

(Независимо от того, A = 0 или A 6= 0).
Остаётся найти операторы инвариантного дифференцирования. Для этого в со-

ответствии с общей теорией [3] надо рассмотреть первое продолжение операторов
a, e12, e21. Обозначим эти продолжения соответственно:

w1 = ∂x, w2 = e2x∂y + 2e2x∂y′ ,

w3 = e−2xy∂x + 2e−2x(y2 + A)∂y + e−2x(−2y2 − 2A+ 4yy′ − y′2)∂y′

и найдём функцию λ = λ(x, y, y′), такую, что

w1(λ) = λD(1), w2(λ) = λD(0), w3(λ) = λD(e−2xy).

Тогда оператор инвариантного дифференцирования можно взять в виде δ = λD.
Вычисления показывают, что λ = C(s2 + 4A)−1/2, где C — произвольная ненулевая
константа. Полагая C = 1, получим δ = (s2 + 4A)−1/2D — оператор инвариантного
дифференцирования.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

y′′′

(y′)3
+

2

(y′)2
− 3

2

(y′′)2

(y′)4
= 0.

Перепишем его в виде

y′′′y′ + 2y′
2 − 3

2
y′′

2
= 0.

Положим z = y′:

z′′z + 2z2 − 3

2
z′

2
= 0.

Разделим на zz′:

z′′

z′
+ 2

z

z′
− 3

2

z′

z
= 0, (ln z′)′ +

2

(ln z)′
− 3

2
(ln z)′ = 0,

(ln(z′/z) + ln z)
′
+

2

(ln z)′
− 3

2
(ln z)′ = 0, (ln(ln z)′)

′
+

2

(ln z)′
− 1

2
(ln z)′ = 0.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.



Представления алгебры sl2(R) и обыкновенные дифференциальные уравнения 183

Положим w = (ln z)′:
w′

w
+ (ln z)′ +

2

w
− 1

2
w = 0.

Отсюда
w′ =

1

2
w2 − 2.

Последовательным интегрированием находим

y =
C1

e2x + C2

+ C3,

где C1, C2, C3 — произвольные константы.

3. Операторы Казимира, операторы инвариантного
дифференцирования и операция продолжения операторов
алгебры симметрии дифференциального уравнения

Предложение 1. Порождающий Z центра универсальной обёртывающей алгеб-
ры U(sl2(R))

1) для представления a = ∂x, e12 = ε
2
e2x∂x, e21 = − ε

2
e−2x∂x, ε = ±1, тривиален,

т. е. Z = 0,
2) для представления a = ∂x, e12 = e2x∂y, e21 = e−2x (y∂x + (y2 + A)∂y), A =

0,±1, имеет вид Z = ∂2
x + 4y∂x∂y + 4(y2 + A)∂2

y + 8y∂y + 2∂x.

Доказательство. Порождающий Z центра универсальной обёртывающей алгебры
U(sl2(R)) имеет представление [14, с. 140] Z = a2 + 2(e12e21 + e21e12).

Пусть w = w(x, y) — некоторая функция. Для представления 1) получаем

(a2 + 2(e12e21 + e21e12))w =

=
(
∂2
x + 2

(ε
2
e2x∂x

)
◦
(
−ε

2
e−2x∂x

)
+ 2

(
−ε

2
e−2x∂x

)
◦
(ε

2
e2x∂x

))
w =

= wxx −
1

2
(e2x(e−2xwx)x + (e−2x(e2xwx)x) = wxx −

1

2
(wxx − 2wx + wxx + 2wx) = 0.

Таким образом, Z = 0.
Для представления 2) получаем

(a2 + 2(e12e21 + e21e12))w =

= wxx + 2e2x
(
e−2xywx + e−2x(y2 + A)wy

)
y

+ 2e−2xy(e2xwy)x + 2e−2x(y2 +A)(e2xwy)y =

= wxx + 2(wx + ywxy + 2ywy + (y2 + A)wyy) + 2(2ywy + ywxy + (y2 + A)wyy) =

= wxx + 4ywxy + 4(y2 + A)wyy + 8ywy + 2wx.

Итак, Z = ∂2
x + 4y∂x∂y + 4(y2 + A)∂2

y + 8y∂y + 2∂x.

Предложение 2. Уравнение Zw ≡ wxx + 4ywxy + 4(y2 +A)wyy + 8ywy + 2wx = 0 в
подходящей системе координат принимает вид wqq+Awrr = 0 и, соответственно,
интегрируется.

Доказательство. Пусть оператор V имеет вид V = ∂x + 2y∂y. Тогда уравнение
принимает вид V 2(w) + 4Awyy + 2V (w) = 0. Введём переменные p = x − 1

2
ln y,

s = 1
2

ln y. Тогда V (p) = 0, V (s) = 1 и уравнение принимает вид

wss + 4Awyy + 2ws = 0.
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Если A = 0, то wss + 2ws = 0 и w = ϕ(p) + 1
y
ψ(p), где ϕ(p), ψ(p) — произвольные

функции.
Пусть A 6= 0. Пересчитаем производную wyy в переменных p, s. Имеем

wy = − 1

2y
wp +

1

2y
ws, wyy =

1

4y2
(wpp − 2wps + wss) +

1

2y2
(wp − ws).

Так как y2 = e4s, то уравнение принимает вид

wss + 2ws + Ae−4s ((wpp − 2wps + wss) + 2(wp − ws)) = 0

или ((∂2
s + 2∂s) + Ae−4s((∂p − ∂s)2 + 2(∂p − ∂s)))w = 0. В переменных α = p + s,

β = p уравнение принимает вид (wαα + 2wα) + Ae−4(α−β)(wββ + 2wβ) = 0 или

e4α(wαα + 2wα) + Ae4β(wββ + 2wβ) = 0, (e2α∂α)2w + A(e2β∂β)2w = 0.

Введём переменные q = −1
2
e−2α, r = −1

2
e−2β. Тогда

e2α∂α(q) = 1, e2α∂α(s) = 0,

e2β∂β(q) = 0, e2β∂β(s) = 1

и уравнение принимает вид wqq + Awrr = 0. Если A = −1, то это волновое урав-
нение, и его общее решение имеет вид w = f(q + r) + g(q − r), где f(·), g(·) —
произвольные функции одного аргумента. Если A = 1, то это уравнение Лапласа
(w — гармоническая функция), и его общее решение имеет вид w = Re(ζ(z)), где
ζ(z) — произвольная аналитическая функция аргумента z = q + ir.

Предложение 3. Для операторов X1 = ∂y, X2 = y∂y, X3 = y2∂y базис дифферен-
циальных инвариантов составляют выражения

x и J =
y′′′

y′
− 3

2

y′′2

y′2
,

а оператор инвариантного дифференцирования δ равен оператору полной произ-
водной D: δ = D. Отметим, что J — производная Шварца.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.

Предложение 4. 1. Порождающий Z центра универсальной обёртывающей ал-
гебры U(sl2(R)) для представления предложения 3 тривиален Z = 0.

2. Порождающий Z∞ центра универсальной обёртывающей алгебры U(sl2(R))
для бесконечно продолженного представления предложения 3 имеет вид

Z∞ = 2
∞∑

k,l=0

ykyl∂k∂l − 2
∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nykyn−k∂n∂0,

где
yn = y(n), ∂n = ∂yn , n = 1, 2, . . . , y0 = y, ∂0 = ∂y.

Доказательство. Используя изоморфизм

e12 7→ −X3, e21 7→ X1, a 7→ 2X2,
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получаем, что оператор Казимира — порождающий центра универсальной обёрты-
вающей алгебры U(sl2(R)), для данного представления имеет вид

Z = 2X2
2 − (X1X3 +X3X1).

Подставляя представление для операторов X1, X2, X3, получаем, что Z = 0. Первое
продолжение операторов X1, X2, X3 имеет вид

X1,1 = ∂y, X2,1 = y∂y + y′∂y′ , X3,1 = y2∂y + 2yy′∂y′ .

Соответствующий оператор Казимира есть

Z1 = 2X2
2,1 − (X1,1X3,1 +X3,1X1,1) = 2y′

2
∂2
y′ .

Таким образом, оператор Казимира для данного представления алгебры L может
быть равен нулю, а оператор Казимира для продолженного представления алгебры
L не равен нулю.

Далее найдём бесконечное продолжение операторов X1, X2, X3 и соответству-
ющий оператор Казимира. Введём обозначения

yn = y(n), ∂n = ∂yn , n = 1, 2, . . . , y0 = y, ∂0 = ∂y.

Тогда

A = X1,∞ = ∂0, B = X2,∞ =
∞∑
n=0

yn∂n.

А для нахождения оператора C = X3,∞ воспользуемся формулой Лейбница диф-
ференцирования произведения

(uv)(n) =
n∑
k=0

Ck
nu

(k)v(n−k),

где Ck
n = n!

k!(n−k)!
— биномиальный коэффициент. Имеем

Dn(y2) =
n∑
k=0

Ck
nykyn−k.

Следовательно,

C = X3,∞ =
∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nykyn−k∂n.

Соответствующий оператор Казимира имеет вид

Z∞ = 2B2 − (AC + CA) =

= 2

(
∞∑
n=0

yn∂n

)2

− ∂0 ◦
∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nykyn−k∂n −

∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nykyn−k∂n∂0 =

= 2
∞∑

k,l=0

ykyl∂k∂l + 2
∞∑
n=0

∑
yn∂n − 2

∞∑
n=0

∑
yn∂n − 2

∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nykyn−k∂n∂0 =

= 2
∞∑

k,l=0

ykyl∂k∂l − 2
∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nykyn−k∂n∂0.
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Итак,

Z∞ = 2
∞∑

k,l=0

ykyl∂k∂l − 2
∞∑
n=0

n∑
k=0

Ck
nykyn−k∂n∂0.

Замечание 2. Оператор инвариантного дифференцирования δ = D является диф-
ференциальным оператором первого порядка и действует в бесконечномерном про-
странстве R∞(x, y, y1, . . .):

δ = ∂x +
∞∑
n=0

yn+1∂n.

Кроме того, выполнены равенства [δ, A] = [δ, B] = [δ, C] = 0. Следовательно,
[δ, Z∞] = 0. Также [Z∞, A] = [Z∞, B] = [Z∞, C] = 0 и оператор Z∞ является диффе-
ренциальным оператором второго порядка.

Предложение 5. Операторы Z∞ и δ алгебраически независимы над полем инва-
риантов алгебры sl2(R) для представления предложения 3.

Доказательство. Заметим, что Z∞(J) = 0 и

Z∞(yn) = n(n− 1)yn, n = 1, 2, . . . .

Так как Z∞ = 2B2 − (AC +CA) и A(J) = B(J) = C(J) = 0, то Z∞(ynJ) = Z∞(yn)J
и, более того, Z∞(ϕ(y)ψ(J)) = Z∞(ϕ(y))ψ(J) для любых многочленов ϕ(y), ψ(J) с
постоянными коэффициентами.

Пусть f(p, q) — ненулевой многочлен от переменных p, q с коэффициентами
из поля инвариантов алгебры sl2(R) для данного представления. Запишем его по
степеням q:

f =
m∑
l=0

qlgl(p).

Имеем

f(Z∞, δ)(y
nJ) =

m∑
l=0

δlgl(Z∞)(ynJ) =
m∑
l=0

δl (gl(Z∞)(yn)J) =

=
m∑
l=0

l∑
k=0

Ck
l δ

k(gl(Z∞)(yn))δl−k(J) = (gm(Z∞)(yn))δm(J) + S,

где слагаемое S содержит производные y(s) порядка меньше, чем m + 3. Кроме
того, если многочлен gm(p) 6= 0, найдётся такое натуральное n, что gm(Z∞)(yn) 6= 0.
Итак, оператор f(Z∞, δ) не является тождественно нулевым, поэтому операторы Z∞
и δ алгебраически независимы над полем инвариантов алгебры sl2(R) для данного
представления.
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REPRESENTATIONS OF ALGEBRA sl2(R)
AND ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
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We describe all nonequivalent representations of the algebra sl2(R) in the space of
vector fields VectR2. For each of these representations all ordinary differential equations
admitting representation data were found in terms of a basis differential invariants and
operators of the invariant differentiation. We also found the Casimir operators of the
corresponding universal enveloping algebra, the equations generated by the Casimir
operator are integrated and the algebraic independence of the operators of invariant
differentiation and Casimir operator are proved.

Keywords: algebra sl2(R), group analysis of differential equations, Casimir operator, operator
of the invariant differentiation.
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